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ВВЕДЕНИЕ, 


1. Предмет тригонометрии. В геометрии, в составе задач на 
вычисление, относящихся к треугольникам, недостает таких, где 
вместе со сторонама или площадью тр-ка входили бы и его углы). 
Это обстоятельство объясняется тем, что указанные задачи пе 
могут быть решены средствами одной геометрии. „Действительно, 

о Числовой зависимости между сторонами и углами тр-ка мы из 
планиметрии иачего опеделенново не знаем: нам известно лишь, 
что в тр-ке против равных сторон лежат и раёные углы, а про- 
тив большей стороны лежит и болыний угол, и обратно *), что 
квадрат стороны тр-ка будет более суммы квадратов двух дру- 
гих сторон, равен ей или менее ее, смотря, по тому, будет ли 
угол против первой стороны тупой, прямой или острый, и об- 
ратно. На оенованпи этих теорем, конечно,” иельзя делать вы- 
чиеления, а между тем определение числовой величины элементов 
тр-ка, помимо своего теоретического значения, имеет еще и прак- 
тическую важность (напр., дяя составления землемерных планов). 
Правда, в ярактике можно обойти затруднение зрафическим пу- 
тем, т.-е. с помощью построения: для этого надо линии и углы, 
данные в числах, сначала. отложить по масштабу и транспортиру, 
затем построить, что требуется, и найденные линии и углы из-. 
мерить; таким образом можно получить числовой результат. Но. 
легко видеть, что этот споеоб ненадежен: при’ нем неизбежны 
погрешности, величина которых зависит от качества чертежных 


*) Исключение составляют несколько частных случаев, приводимых к 
правильным многоугольнякам. 

3) Что между сторонами и углами тр-ка кет пропорциовальности, легко 
убедиться из следующего: представим себе тр-в вписанным в круг; тогда 
допущение пропорционазьности между его сторонами и углами будет равно- 
сильно допущению пропорциональности между хордами и дугами, а между 
начн п опорииональности не существует (луга растет быстрее хорль.. 


Мы 


принадлежностей, от искусства того, кто делает чертеж, и от 
других случайных обстоятельств, при чем эта погрешности, бу- 
дучи незначительными на чертеже, могут оказаться очень круп-. 
ными в переводе на чнела!); таким образом этот епособ и не- 
точен, и нельзя судить о степени его точности; единственное его 
оправдание — скорость и простота работы. Поэтому более 
желательным остается вее-таки путь’ вычисления, основанный 
на формулах, которые связывали бы углы тр-ка` е другими 
его элементами; получение таких формул и составляет глав- 
пую цель того отдела математики, который называется трионо- 
метрией. 

‚Итак, основную задачу тригонометрии составляет так назы- 
ваекое решение треугольников, т,-е. нахождение числовой вели- 
чины элементов тр-ка по данным также числовым, при чем три- 
гонометрия регнаст эту задачу вычислением. | 

Связь между углами и сторонами тр-ка тригонометрия выра- 
жаег не прямо, но через посредство особых отвлеченных чисел, 
зависящих от углов и потому называемых тризонометрическими 
функциями углов?). Необходимо предварительно изучить неко- 
торые свойства их; часть тригонометрии, нзлагающая эти свой-. . 
ства, называется зониометрией, 


2. Понятие о функции. Существуют переменные величины, свя- 
занные между собой так, что каждому значению одной из них 
соответствует определенное значение другой. Таковы, нанр., 
переменные величипы 4$ и < в следующих равенствах: у==а-|-х, 
У=щзт, и т. д.; таковы же: сторона квадрата и его площадь, ра- 
диус шара и его объем, и т. д. 

Переменная величина, эначения которой соответствуют зна- 
ченням другой переменной величины, называется ее функцией. 
Так, напр., можно сказать, что площадь .круга есть функция его 
радиуса: действительно, с иэменением длины радиуса изменяется 
п шощаль круга, и при этом каждому значению радиуса соот-, 
вететвует определенное значение площада круга (и, наоборот: 
радиус круга мы назовем функцией его площади, если мы будем 
газначать площадь и по ней определять радиус). 


*) Напр., если для чертежа взять масштаб километр в 1 вантиметье. 
То ошибка в чертеже на 0,01 сантиметра даст в числоком ответе разницу 
па 10 метров. 

® Си. 5 2. 


Еф 


Та величина, в завиеихости от которой изменяетел функция, 
называется ариументом функции. Так, если равенетво у = 23 елу- 
жит для определения у по данному х, то х есть аргумент, а у — 
функция; так эне, в равенстве у==1е № имеем: № есть аргу- 
мент, у — значение функции, 1 — обозначение взятой функции. 
(Вообще: аргумент — независимое переменное, функция — пере 
менное загсисимое.) 


3. Измерение дуг и углов. Как известно из геометрия, углы 
сесьма легко определяются с помощью дуг. 

Если дула служит для определения ума, то ее выражают ии 
в частях окружности или в частях радиуса”). 

Первый споеоб дает для дуги и угла так наз. зрадусное вы- 
ражение. О нем была уже речь в курее геометрии. 

Второй способ состоит в том, ч10 дугу выражают отвлечен- 
ным чиелом, показывающим ее отношение к радиусу; так что, 
если, напр., сказано «беличина дуги равна 2,43», то это значит, 
что выпрямленная- дуга содержит 2,43 радиуса; полуокружность 
по. этому способу выразитея отношением тЁ : В, т.е. числом т, 


п 
а, след., четверть окружности числом =, и т. п. Такое выраже- 


ние дуги мы будем называть отвлеченным. 

Чтобы при этом способе угол (центральный) выразилея тем 
же числом, что и его дуга, надо, чтобы угловая единица соот- 
ветствовала дуге длиною в радиус. Такой угол называется ра- 
дианом ?). Таким образом, мы можем теперь сказать: отвле- 
ченное выражение угла есть его отношение к радиану; так 
что, напр., выражение «угол о» понимается как «угол т 
радианов». 

Так как в длине окружности радиус содержится 2п раз, то 

о 
градусная величина радиана (и дуги равной радиусу) есть = 
что равно 57° 19’ 44",8 (с точностью до 0,05"). 

Полезно запомнить еще следующее. Отвлеченное выражение 

всей окружности есть 2пВ : В, т.-е. число 2п, а ее градусное 


+) Первый способ натллднее и применяется в практических измере- 
ниях (на угломериых инструхентах), второй предпочитают в теорезических 
вопросах. 

1) Радиан особого обозначепия не имеет. 


ЗЕЕ 


выражение есть 3605; отсюда получаются следующие (часто при- 
меняемые) соответствия: 


| 360° | 180° | 90° 1 270° | 60° | 45° | 20° | 18 
р м п 3" п | п п п 
РУ ПИРИ Е | и 


Выведем теперь также формулы для перехода с градусного 
выражения на отвлеченное и обратно. 

Обозначим градусное выражение какой-нибудь дуги (или угла) 
через а, а отвлеченное через в. Так как для полной окружности 
градусное выражение есть 3600, а отвлеченное 2п, то получим 
пропорцию; 


дот е или ая) ее, да: 
3608 = Эд @ли (упрощая) тор == т, а отеюда: 


а=т.б5., (1) и а=1802).. (2) 
*180 ‚о т о 
Пример. Найти отвлеченное выражение угла 67° 30'. — По фор- 
Г.) у 
муле (1), заменяя а через 670 30’, найдем х=п. О == ат; 


вели же подставить сюда приближенное значение п, то получим 
$ == 1,1781 с точностью до половины одной стотысячной. 

{Без применения готовой формулы можно получить 2 поете- 
пенно из следующих соответствий: 


2т . 


‚ 10 на 
360°.. 2п; 15... 560; 


670 30' == 6711,0... к. 67 В п) 


880. 


3) 3.14159. 


п = 
. р" 0,3181, 
ъ 


О тригонометрических функциях. 
(Гониометрия). 


1. Тригонометрические функции острого угла. 


4. Названия и обозначения. 'Тригонометрические функции угла 
суть следующие: 


синус, косинус, таненс, котанленс, секанс, коссканс. 
Они имеют следующие обозначения: 
Эт, с0$, $6, 0, вс, ©86; 


при этом угол записывается рядом с названием функции, так что 
напр., синус угла а пишетея; 81 а, и т. д. 


5. Определение тригонометрических функций острого угла. Возь- 
мем какой-нибудь острый угол @ и сделаем его центральным, 
описав из его вершины дугу произвольным радиусом, длину ко- 
торого обозначим через В. Чтобы 
различить между собой радиусы, обра М 
зующие угол, будем представлять себе, 
что при изменении угла @ (черт. 1) 
радиус ОА сохраняет свое положе- 
ние, а радиус ОВ вращаетея; в этом 
смысле будем называть радиусе ОБ 0 
подвижным радиусом угла, а радиус 
ОА неподвижным.— Обращаясь теперь Черт. 1. 

к определениям тригонометоических 

функций, скажем снапала вообще, что они представляют собою 
отношения к радиусу особых линий в круге, проводимых для 
данного угла как для центрального. Лля построения этих линий, 


—_8 


кроме дуги АВ, пользуются еще ее продолжением и радиусом 
0.М,- проведенным под прямым углом к ОД. 

Определения отдельных тригонометраческих линий и функций 
для острою угла суть следующие: 

1) Перпендикуляр (ВС), опущенный из кенца подвижного 
радиуса на неподвижный, называется линией синуса, а отноше- 


Е ВС 
ние зтой линии к радиусу есть синус данного угла. (т а= 


2) Расстояние (00) от цептра до линии синуса называется 
линией косинуса, а отпршепуе этой линии к раднусу есть #0сннус 


(9 
данного угла | с08 а = р . 


3) Касательная (41), проведенная из копца неподвижного 
радиуса до встречи с продолженным подвижным радиусом, на- 
зывается линией тангенса, а ее отношение к.радиусу есть тан- 
у: | 
Е 

4) Касательная (МЕ), проведенная из конца радиуса перпен- 
дикулярного к неподвижному до встречи с продолженным по- 
движным радиусом, называется линией нотангенса, а ее отноше- 


Фемс данного угла ( {4 а = 


Е 
5) Расстояние (ОГ) от центра до конца линии тангенса на- 
зывается линией секанса, а отношение этой линии к радиусу есть 


: МЕ 
лие к радиусу есть копаняенс данного угла (с & —= )-. 


г. ор 
секаме данного угла (56 2==-—т,). 
- % 


6) Расстояние (ОЁ) от центра до конца линии котангенса на- 

зывается линией косеканса, а отношение этой линии к радиусу 
[6 
есть жосеканс данного угла (с =)". 

Следствие. Трнгонометрические функции, представляя собою 
величину отношений между линиями, суть отвлеченные числа. 
Так, напр., если радиус равен 9 сантиметрам, а ляния синуса 
р: 


равна 6 сантим., то для синуса получим отвлечепное число 8 


@ Теорема. Триюнометрические функции данною ума не за- 
висят от длины радиуса. Пусть на чертежах 2 и 3 углы №АОВ 
и 4,0,8В, равны данному углу а, а радиусы дуг не равны. Зна- 
чения тригонометрических функций при радиусе ЕЁ обозначим 


ЕЙ 


через $1, с0х,.., 2 при радиусе И, через зш., с05,,..з требуется 
доказать, что Ш 5==5т а, 0812 ==605а И Т. д. 

Доказ. Тр-ки О.В,С., О.О.А, п ОМ Е, соответственно по- 
добны тр-кам ОВС, ОРА и ОМЕ (вообще: чертеж 3 подобен 
В.С: _ВС 0,606 др, ар 

В №” м 
ит, Д., Т.-6. 91, 2==80145, 608, ==608 а, 4==48 4, ит. д. 


во 


чертежу 2); поэтому: 


Черт. 2. Черт. 3. 


Итак, для одного и того же угла тригонометрическая функция 
при всяком радиусе имеет одно и то же значение, 


9. В предыдущем параграфе было доказано, что се измене- 
нием длины радиуса тригонометр. функцин данного угла не не- 
няются; но если мы изменим величину угла, то—как видно по 
чертежу—каждая из тригонометр. функций измени? при этом 
свое значение, Отсюда тригонометрические числа и пслучили евое 
название тригонометрических функций угла ($ 2). 


8. Так как центральный угол и его дуга выражаются одним 
я тем же числом, то тригонометр. функции угла суть в то же 
самое время й тригонометр. функции дуги, понимая под словом 
дум ее градусное или отвлечевное выражение. В виду этого мы 
будем иногда, для удобства, вмеето углов пользоваться дугами: 
иногда же будем -рассматривать угол и дугу под общим вазва- 
нием афлумент ($ 2), 


$. Изменение тригономётрических функций с изменением угла 
ст 0 до 905. Если на черт. 4 угол & будет постепенно возрас- 


вс др 0 
тать, то отношения: —5, тр И будут увеличиваться, а отно- 
ъ | 


шения: >, р Ир будут уменьшаться; таким образом, с 


20: = 


возрастанием острого угла его синуе, тангене и секане возрастают, 
а ковинус, котангене в косекане убывают. Когда угол @ доети- 


$ во и ет 0, 


гает 90°, то ее обращается в 1 ор т. 
ь + 


В 


вон и — 1; таки образом: зт 90°==1, с08 90° ==0, 
48 90° — со, св 90°=—0, 56 90—00 и сс 90°=1.— При 
М ьЁ ы б ВС АР ор 

= Е обратном переходе р, р Г: 


-б оС ИЕ „ОЕ 
а № озр 


тают, Если угол а обращается в нуль, 
т ВЕ обращается в 0 о 
о В: рат ,`р. , 
Ар . МЕ ` Ор 
Черт. 4, БЫ ре Ее ет 
5 ерт. г: в0, `В в.05, -р вт и 
ОЕ а 
2 — в 52, таким образом: з10==0, с080==1, № 0==0, 
СЕ 0— со, 8 0==1 и 6360 == о, 
Итак, если а возрастает от © до 90°, то: 


эт а возрастает от 9 до 1; 
с03а убывает от 1 до 0; 

&5 а возрастает от О до с5; 
са убывает от со до 0; 
86 @ возрастает от 1 до 95; 
сзса убывает от со до 1. 

Так как О и 90° суть храйние значения острого угла, то’ по- 
лученный вывод показывает также, какие значения вообще спо-_ 
собна принимать каждая из тригонометр. функций острого угла; 
так, напр., мы видим, что число 3 может. быть таигенсом, котан- 
генсом, секансом и косекансом, но не может быть ни синусом, 
ни косинусом. 

Равенства, содержащие со, надо понимать условно: так, вы* 
ражение & 90° — со имеет лишь тот смысл, что е приближением 
угла к 90° его тангенс неограниченно возрастает. 


Построение острого угла по данной тригонометрической функ- 
ции. Из $$ би 9 видно, что каждому значению угла а соответ- 
ствует свое особое значение каждой из тригонометрических функ- 
ций. Займемся тсперь обратным вопросом, т,-е. нахождением 


Е. р и: 


угла по данной его функции. Воспользуемся для этого примс- 
рами построения. 


о 


Пример 1. Построить угол, зная, что его синус равен у. 

Решение. Проведя произвольную прячую ОА, примем точку О за 
центр дуги, а ОА за неподвижный раднуе искомого угла и опи- 
шем этим радиусом дугу. Чтобы 
синус был равен - - `) конец дуги 
должен быть удален от ОА на 
расстояние, которое отноеилоеь 
бы к радиусу как 2:3. Поэто- 
‚му поступаем так; | пер- 
пендикуляр ОВ, равный = ОА, 


„проведем из точки В парал- о 
‘дель к ОД, и в точку ее перевече- ` 


вия с дугой проведем радиус; Черт. 5. 
‚угол 406 ть искомый, т.-е. 
1 ДОС ==. 1). — Заметим, что этот угол не зависит от длины 


‘радиуса, так как при всяком другом радиусе мы получим треуголь- 
ник подобный тр-ку ОСГ и, следов., с углами такой же величины, 


Пример 2. Построить угол, если его котангене равен 2, 

Решение. Возьмем центральный. прямой угол АОВ, из точки 
В проведем касательную ВС, 
равную 2 радиусам, и точку` 
С соединим с центром; угол 
АОГ есть искомый, так как 


В 


вс 28 
Черт. 6. менив длину радиуса, мы получим 


треугольник подобный тр-ку ВОС, 
поэтому угол С, ‘а след., и угол х, еохранят евою величину. 


Пример 3. Построить угол, которого секане равен -. 


Решение. Опишем какую-нибудь дугу и, приняв один из радиу- 
вов (ОА) за неподвижный, проведем из его конца касательную. Так 


4 
как секане равен --, то конец ‘касательной должен отстоять 


+) Действительно, к Ср | О4, найдем, что п АОС-= ео: но 
Га 


так как Ср = ВО, а ОВ 2 . В, то эт А0С= -. - 


ы г 


де 


т 
г {щ 


от центра на з радиуса. Чтобы достигнуть этого, возьмем отре- 
зок ОЕ, равный -& ОА, и конец его пере- 
несем на касательную 1); угол АОД бу- 
дет искомый. — Как и в двух предыду- 
щих примерах, результат не зависит от 
длины радиуса. 

' Предлагаем теперь самому учаще- 
муся сделать построение в остальных слу- 
чаях, пользуясь, напр., следующими чис 
лами 608 = 5, Ша== и 6565==2. 

` 


Черт. т. 


11. Итак, для каждого значения тригонометрической функции 
получается определенный острый угол, независимо от длины ра- 
диуса; а раньше мы видели, что каждому углу соответствует 
определенное значение тригонометрической функции, также не- 
зависимо от длины радиуса; таким образом можно сказать, что 
острый узол и трионометрическая функция вполне определяют 


друг дру. ь 


12. Зависимость между тригонометрическими фуннциями одного и 
того #® угла, Между тригонометрическими функциями одного и 
м. Е Того же угла легко обнаружить весьма 
простую зависимость. 
1) Из прямоугольного тр-ка ОВС 
имеем ВС? - 00? = ОВ. Разделив 
здесь обе части на В, получим 


оф. (в) + (в) 


Черт, &. зт?а-Н 605? &=1..(1. 
2} Из подобия тр-ков ОДА и 


Ар БО 
ОБО инеем 0—0’; бТеюда, заменяя ОЛ через № и разде- 


ВС 
р _ (№) 
лив на А оба члена второго отношения, найдем -й == 70а» 
д 
(®) 
та, 
ИЛИ = (1). 


#) С похощью вспомогазечьной уги ЕС 


Е 


3) Из подобия тр-ков ЕОМ и ОБС находим = ОС 
ее: 3 
МЕ (+) 608 & 
откуда -р-=уВс\ ИЛИ аа... 
(=) 
4) Из подобвя тр-ков ОДА и ОБС находим та = ее 
(О 
рые (1) иди $6 а = р 8) 
‚отсюда В —106\ т. откуда за. с085==1..(Г\). 
| (2) 
5) № подобия трков ЕОМ и ОВС имеем м ОВ. 
ом В’ 
ОВ 
ов _ (1) ть 
отсюда —- ==7р\ ИЛИ 6569 ==, откуда с5еа. зта={.. (М). 


В (=) 5 


18. Между тригонометрическими функциями одного угла существует 
только пять различных соотношений. — Чтобы убедиться в этом, вачнем 
с построения. Действительно, достаточно: одной функции, чтобы построить 
угол 10); а полученный угол определит собой остальные пять функией; 
такны образом, если известна, одна фувеция, то по ией можно найти 
остальные пять. Но для определения няти неизвестных мы должны иметь 
и пять уравиений—независимых хруг от друга. Г 

Если бы таких уравнений было шесть, то для всех шести функций 
позлучихись бы определенные (постоянные) значения, между тем как ови 
нзменяются—вместе с углом. 

‹ Что уравнения $ 12 различны между собой, видно из того, что каждое 
следующее содержит функцаю, какой нет в предыдущих. 


44. Кроме пяти основных` форнул,` полученных в $ 19, по- 
лезно запомнить еще следующие три, которые можно уже `вы- 
вести из основных. 

1) Перемножая соотвотственные чаети равенств Ни Ш, бу- 
дем иметь: «а. сея==1..(У1). 

2) Деля равенство Г на 0033 а и применяя формулы 
П и Г", получим (если переетавим слагаемые первой чаеги): 
1-9 ==86?4.. (УП). 

3) Деля равенство Г на т? я и применяя фориулы Ш ин У, 
найдем: 1-4 0? а==056?%..(УШ), 


Замечание 1. Самостоятельно формула УТ получается из по- 
добия тр-коз, а формулы УИ и УШМ ири помощи теоремы Пия- 
фагора, 


ее 


Замечание `2. Заметим, для памяти, чго в обычном ряде функ- 
ций: эт, с03, 45, её, 3, сз, равно улаленные от концов, дают 
в произведении единицу (ем. форм. Т\, Уи \. 

Основными функциями мы будем считать эт, с08 и & (из 
них простейшие — $1 и 05), а остальные три суть количества 


1 1 
ые к ним: сеа=-—-, ба==— и 66 а=-—. 
Ор ы 492’ соз а Ш & 


15. С помощью формул, полученных в $$ 12 и 14, легко по 
РВ 3 
одной функции найти все остальные, Так, напр., если {5 а== дэ 
то будем иметь последовательно: 


400.00 а=1;  94а=--; 048 94=— 


. зе аыь, . р т 
56° а —1-|- 020; — 50°9= 6 = 


1 а. 

86 0.605 @ ==; 60} 608 @=— 5; 
80 а’ 

=. = а; зта= 4.68% вта-=- 

ска 86° Вит ыы 

: 1 5 

свсазта==1; с564=——; ба. 


зш а’ 


Еще пример. Выражая все функции через зто, получим: 
эта И1— эп. 


сова = ИТ — ва: У еЕнетЕт Е: 
1 


86а = Е; ба. 
ИТГ — 2’ т а 


16. Из похобия тр-ков ОВС, ОБА в ЕОМ (черт. 8) видно; между 
прочим, что шесть тригонометрических функций острого угла предста- 
влают собою не что иное, как шесть различиых отношений, возможных 
между сторонами одного прямоугольного треугольника, взятыми попарво.— 
Действительно, из сторон тр-ка ОВС можно составить следующие шесть 
отношений: я г ге т е и ее Но описав дугу АВМ и по- 
строяв тр-ки ОДА и ЕОМ, мы заменяем указанный ряд отношений сле- 

ВС 0С ар МЕ ОБ ОЕ 
дующим: >, р, р, р, ШИР. Такая замеиа представляет зна- 
чительные преимущества, одно из которых состоит, напр., в том, что 
отношения принимают прп этом вид дробей, приведенных к общему зна- 
меналелю, чем облегчается их сравнение между собой и пр. (другие вы- 
годы выяснятся лишь впоследствии). 


8 = 
17. Зависимость между тригонометрическими функциями доколни- 
тельных углов. Дополнительными углами мы будем называть такие, 
п 
которых сумма равна прямому (2 и 90 —5, ап; — а). 


От общего начала ОЛ (черт. 9) отложим 
АОВ=а и / 40б=90—а и про- 
ведем их линии синуса: ВО и СЕ. Тогда 


ВЫ 


во (905-559 эта 


ОЕ | 
© ВНИИ — 
с08 (90 а) = в | сова== т 


_ Так как тр-ки ОСЕ и ОВЛ равны, то 
СЕ—= ОГ и ОЕ = ВЛ; следов., 


эт (90° — в) =с08а..(1) 


|: 
60$ (90° —а)=та.. (2). 


Для остальных функций, чтобы не осложнять чертежа но- 
выми линиями, мы применим алебрайческий снособ, т.-е. вывод 
сделаем из рав. (1) и (2) на основании зависимости функции от 
т и 60$ ($ 12); получим: 


45 (90° —а оо 088 ща. (8) 


0$ (90° —@&) _ за а 


Г а) — с 
В 6) эт (90°—&) соза —4 $. © 
вс (90° — НК И зса.. 6 
603 (90° —а) зша и. 

{ 
и р 


зт (90? —@) с05а 
Замечаем следующее: в дополнительных умах функции однозо 


ла соответственно равны сходным 1) функциям дру. 


п п т 
Так: {© 63° — 4 275; ве в==080 о т.-е. све 5 ит. п 


4) Т.-е. сходным по назвацию. 


— 16 — 


38. Другой вывод (для дополнительных углов). Отложим (черт. 10) 
( АОВ=а и построим все его тригсно- 
метрические линии. Тогда, на чертеже полу- 
чим и дополнительный / МОВ— его 
подвижным радиусом будет также ОВ, а 
неподвижным 0411). Помвя это, примеины. 
к углам АОВ и МОБ определения триго- 
нометрических хииий и функций, данные 
в$5 (дзя угла В придется только добавить 
ВР ОМ); тогда 


Черт. 10, 


ие т. МЕ „,_ ОР ОЕ 
пар |6084==-р |1 = ва = В |362 =р |036 4=-ъ 


Вс=оЕ 100=ВЕ 

ОЕ ВЕ . АБ МЕ ор ОЕ 

В = к = -р = р == | =6568 р = 808 
Таким образом, эта == 008 8; ес = юр ит. д. 


73. Примеры вычисления тригокометрических фуниций по дан: 
ному углу. Не касаясь общею приема 2), разберем здесь несколько 
случаев, легко решаемых с помощью геометрии. 


п 
1) Дан угол 30° (5. —Дополним линию синуса до хорды; 


тогда получим еторону прав. впис. 

6-ка, а она равна радиусу; та- 
В 

ким образом, ВС==-,, и, еледов., 

Е 1 

эт 30° = 5. Остальные пять функ- 


ций найдем по формулам зави- 
симости: 


93 
0$ 30°—И1— в#1280° == и. ). 
о__ 81 30° 1 
М 8 30° — 305 — Ул 


#) Если мы будем изменять а, то будет изменяться и В, при чем ра- 
диус ОМ будет сохранять свое положение, а радиус ОВ—вращалься- 

2) О нем будет речь во втором отделе учебника. 

3) С0з 50° можпо получиль еще так: по $ 17, соз 30° == зщ 65°, а 
с 60° = на = му = : ий 


603 30° / БИ 
с 308 — т 30 (п И == те 305 ) = 3: 
о ен т. 
08 30° ИЗ” —_ м 30°" 
В т Ри а 
2) Для угла 60° ($) имеем: эт 602 -= = 8 и: 
далее, поступая как в первом примере, найдем: с0з 60° == 5 7 
г . 1 2 
45 60°—И 3, св 60° —= —, че 60°— и зе 60°==-——. 
5 с и 8 ИЗ га} УЗ 


Заметим, что — согласно 8 17-— функции 60° равны сходным 
функциям 30°. 


3) Вовьмем угол 45° (=) Применяя $ 17, будем иметь: 


зщ 46° —608 45°, 16 45° 045 45° и зс 45° —=6сзе 45°. Если 

зт 45° — 003 459, то {8 45° —= 11); а следов., и с 45° =1. Отсюда: 

зе 45° — 1 -6245° =”; а также сзс 45°==У 8. Далее полу- 
1 

сс 45° — т 


: а 1 
чим: т 45° —= а слелов., и с03 45° = Е Опреде- 


вине стороны прав. впис. 10-ка, а так как выражение р 
роны в радиусе есть Ви 5—1), то линия Е. Або ды 


1 (5-1), и потому эт = (ИЗ— 1). д. < 
а Зависимость между сторонами и углами в пфивоуг. 
угольнике. Покажем теперь на примере, как п Г 
нометрических функций выражается зависимость между: стобнами 
и углами треугольника, о чем была речь в $ 1. “Возьмем дли 
этого прямоугольный треугольник, как случай самый простой 
(и основной в теории). 

Условимея сначала в обозначениях. Будем обозначать длину 
сторон треугольника буквами. “, 6 и с, а величину?) противоле- 

#1) То же самое видно и. по чертежу, где линия тангенсе равна раднусу- 

2) Т. е. градусное ‘выражение. 


Учебник прамелин тригоном. з 


жащих им углов соответственно буквами 4, В и С:- при этом 
будем предполагать, что все стороны измерены одной и той же 
В единицей. В прямоугольном 
треугольнике прямой угол бу- 
дем обозначать буквой С. 
Обратимся теперь к выводу 
формул. 
1. Опиеав на черт. 12 ра- 
диусом с дугу ВХ, будем иметь 


Черт. 12. 


Е: 

по $5: -=:Ш А.. (1 и 
$5: (1) 

О ева А.. (2), т-е. от деления катета на чипотенузу полу- 

с 


чается: 1.) синус острою узла, если делится противолежащий 1) 
катет, или 2) \осинуе острою ума, если делитея прилежа- 
щий катет. . 


; Ц. Деля’ равенство (1) на (2), а затем обратно, найден; 
р _ Е 
= А.. Зи с=ошА.. (4), 


т.-е. от Оеления катета на катет получается: 1) танене 
острою узла, если делипея противолежащий катет, или 2) ко- 
таненс острою ума, если демипся прилежащий катет. 


Пример. Доказанным воспользуемся для углов 60°, 30° и 45°, 
(ср. $ 19).—1). В равностороннем тр-ке высота отсекает прямоуг. 
тр-к с углами 60° и 30° и е отношением сторон 2:1:/3; из 


него: т 60° — и ; № 30° = У ит.д. 2). В равнобедренном 


пряноуг. тр-ке острые углы по 45°, а отношение сторон 


1 
1:1://2; отсюда: зш 45° == 75 5 45°—1; ит. д. 


21. Из рав. (1) $ 20 следует а==с.з5т А; но эт А можно 
заменить, по $ 17, через соз Б, так как А-|- В==909; тогда бу- 
дем иметь еще а==е.с0$ В. Таким образом: катет фавен чито- 
зтенузе, умноженной на синус противолежащею 2) ла или на 
коеннуе прилежащезо. 


#) Упомянутому острому углу. 
2, Катету. 


== 


Из рав. (3) $ 20 следует 4-=6.4< Д, а заменяя № А через 
сё В, получим еще а=. © В. Таким образом: катет равен 
бруюму катету, умноженному на татенс узла, противолежащео 
первому катету, или на коташенс зала, прилежащею к первому 
катету. 


а Е, ь 
С помощью равенств: ри 4 и т А==с0з В получим 


а | а . 
= —— =. Таким азом: гниотенуза равна катету, раз- 
зш 4 с0з В оораНо уза Р УР 
деленному на синус противолежащею ему ула или на косинус 


прилежецею. 


22. Примеры, поясняющие решение треугольников. Понятие о та- 
блицах. Для решения треугольников 1), кроме тригонометричесних 
формул, необходимо иметь еше таблицы, где можно было бы по 
данному углу находить значение тригонометр. функции и, обратно, 
по данной тригонометр. функции находить угол. Такие таблицы, 
действительно, существуют 2), и они составляют весьма важную 
практищескую принедлежность тригонометрии. Для настоящей 
нашей цели,—чтобы только показать, в чем состоит тригономе- 
трическое решение треугольников, —достаточно будет той сокра- 
щенной таблицы, которая приложена в конце этой книги; в ней 
углы идут через градус, а значение функций даны с тремя де- 
сятичными знаками 3) (случая, когда данный угол вли данное 
значение функции не содержатся в таблице, мы здесь не будем 
касаться). Обратимся теперь к вычислениям. 


Пример 1. Положим, что в прямоуг. тр-ке АВО ( 20) дано: 
АВ=10 с» и /А=245; требуется решить тр-к, т.-е. вы- 
числить ВС, АСи / В,— Решение. Имеем В==90°—А = 66°. 
Далее находим по $ 21: а=е.зт 4 ==10. зщ 24° и б==с. 603 А == 
—10.с03 24°; подставляя теперь из таблицы вш 249 и с08 245, 
получим: а==10.0,407 == 4,07 и $—10.0,914 9,14. Таким 
образом, ВС == 4,07 сми Аб—9/14 см. 

Сделаем поверку: 4? —4,01* — 16,5649; (2==9,142— 88,5396; 
след. 4?-1- 62 ==100,1045, а должно быть 109. Это несовпадение 


_& См. 8 т 

.2} О способе их составления будет еказачо впоследствии. 

3) Заметим, дия полноты, что трагоиом. функции вообще могут быть 
вычисшены по данному углу не иначе, как с приближением, 


— 20 — 


объясняется тем, что взятые нами значенил функций были тольк 
приближенные. 


Пример 2. Положим, что в прямоугольном тр-ке даны катеты: 

а—14 и 6 =15: требуется определить гипотенузу и углы.—Ре- 
а 14 

нение. По 8 20 имеем А=у=в; вычиеслив это отношение 
с тремя десятичными знаками, получим {5 А —= 0,933; этому тан- 
генсу в таблице соответетвует угол 43°; таким образом, А = 48°, 
а след., В==90°—А —=471°. Найдем теперь гипотенузу, при чем 
сделаем это тригонометрическим способом: по & 21 имеем 


АЕ в подставляя из таблицы зш 48° 
= А в 48° де и п ‚ найдем 
с —=14:0,682 == 20,528. > 


Сделаем поверку: по теореме Пифагора найдем О= 
—иИ142--152—20,518, а ранее получено 20,528. 

В обоих примерах поверка показывает, что произведенные 
вычисления не имеют значительной точности. Чтобы достигнуть 
большей точноети, надо взять более подробные таблицы и © боль- 
шим числом десятичных знаков; но тогда вычисления с ними 
становятся уже затруднительны, и потому предпочитают произво- 
дить эти вычисления при помощи логарифмов; а в таком случае 
и втаблицах выгоднее иметь не самые тригонометрические функ-` 
ции, а их готовые логарифмы: так в практике и поступают, 
таблицы же натуральных триюнометрических величин 1) упо- 
требляютея сравнительно редко. (Об устройстве и употреблении 
лоюрифмических таблиц излагается обыкновенно во введении к 
пим; о том же будет речь в гл. УШ.) 

В предыдущих примерах мы вовсе не касались косоугольных 
треугольников. Их решение легко сводится на решение прямо- 
угольных же треугольников 2), но, как увидим впоследствии, вы- 
годнее пользоваться для них своими особыми теоремами. 


1) В отличие от логарифмировентих значений функции, сс неизме- 
исиные значения называются натуральными. 
2; Соли провести высоту. 


ое 


И. Тригонометрические функции углов 
от 90° до 360°. 


23. Прэдварительные замечания. Вместо четверти круга, как 
было раньше (черт. 1), восьмем теперь полный круг (черт. 13), 
проведем неподвижный радиус ОА и перпендикулярный к нему 
радиусе ОМ и продолжим их за центр. Диаметры А№ н МР 
будем называть, для краткости, горизонтальным и вертикальным, 
а полученные четверти круга (квадранты) будем считать так: 
АОМ—первая четверть, МОХМ— вторая четверть, МОР--третья 
четверть и РОА--четвертая четверть. 

Углы и дуги будем отсчитывать так же, как и прежде, т.-е. 
от общею начала ОА, вверх от него (против стрелки чаеов). 


Черт. 13. 


24. Построение тригонометрических линий. Те определения три- 
гонометрических линий, которые даны в $ 5 для острого угла, 
распространим теперь и на углы бблышие прямого, 

Возьмем тупой угол АОВ (черт. 14). Линией синуса для него 
будет перпендикуляр ВС, опущенный из конца подвижного ра- 
диуса на яродолжение неподвижного; линией косинуса будет (/(.- 
Линию тангенса получим, если из точки А проведем касательную 
и продолжим радиус ОБ так, чтобы они пересеклись; для этого 
придется касательную направить вниз от точки А, а радиус ОВ 
продолжить за центр (назад); линией тангенса будет тогда АЛ. 
Для получения линии котангенса надо из точки №М провести ка- 
сательную до пересечения с продолженным радиусом ОВ; а 
“тобы это пересечение произошло,” касательная должна итти 
влево от точки ЛЕ линией котангенса будет тогда МЕ, Линиями 
секанеа и косекатга будуг ОБ и ОЕ. | 


Точно так же етроятея тригонометрические линии и в том 
случае, когла полвижной радиус находится. в Ш или [№ чет: 
берти (черт. 15 и 16). 

Сравнивая чертеж 13 с тремя другими чертежами, мы заме- 
чаем, что однородные тригонометрические линии расположены на, 
них не одинаково, а именно: 

1) линия синуса (ВС) вГи Ц четв.*) лежит выше горизоп- 
тального диаметра, а в ИРи ГУ—ниже его; 

2) линия косинуса (ОС) вГи [\ четв. лежит направо от 
центра, а во Ши Ш--налево от него; 

3) линия тангенса (АО) вГи Ш четв. направлена от точки 
касания вверх, а во Пи Г\^-— вниз; 


4) линия котангенса (МЕ) в Ти Ш четв. направлена от точки 
касания вправо, а во Пи Г“—влево; 

5) линия сонанса (ОД) вГи Г\ четв, направлеиа от центра 
с сторону подвижного радиуса, а во Ци [Ц-— обратно подвиж- 
ному радиусу; 

6) линия косеканса (ОВ) в Ги П четв. направлена от центра 
в сторону подвижного радиуса, а в Ш и {[\-- обратно подвиж- 
ному радиусу. 

Таким образом при увеличении угла от 90° до 360° каждая 
тригонометрическая линия принимает 9в0лкое направление: или 
такое, как в Г четверти, или обратное ему. 


25. Составление тригонометричесних функций. В предыдущем. 
параграфе было сказано, что каждая тригонометрическая линия 


*) Т.-е. для углов, оканчивающихся в Ги Ш четверти (имеющих ис- 
дзижной радиус в Ги 1! четв.). 


О ОНИ 


может иметь 0ва противоположных направления: прямое, т.-е, та- 
кое, как в первой четверти, и обратное ему. То или другое из 
них зависит 01” величины угла, а потому, составляя тригоно- 
метрические функции для различных углов от О до 360°, мы 
должны выразить танже и найравление тригонометрических ли- 
ний, Для этой цели, согласно иринцииу Декарта ($ 26), пользу- 
ются знаками и/юс и минус, а именно: если направление триго- 
нометрической линии прямое, то перед ее отношением к радиусу 
ставят знак -|- (который может быть и опущен); если же напра- 
вление обратное, то ставят знак —. 

Таким путем получается следующий состав тригонометриче- 
ских функций для каждой четверти (по чертежам 18—16): 
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“Таким образом тригонометрические функции для углов от 0 
до 360° будут состоять уже из двух элементов: знака и абео- 
лютной величины, и, следов., это будут уже чиела алгебраические. 
"Так, если на черт, 15 / АОВ ==а, Е— 1,2 сантиметра и ВС =0,9 
‘сантиметра, то зта==— *.' ы 

Наконец, что касаетзя до обобщенного определения тригоно- 
метрических функций, то его можно выразить так: эиршюономе- 
этрические функции суть положительные или отрицательные чис- 
ла, показывающие отношение трионометрических линий к ра- 
диусу и их прямое или обратное напразление, 


се 


Независимость тригоном. функций от длины радиуса ($ 6) су- 
ществует и теперь: для знаков она очевидна, а для абсолютных 
величин доказывается как раньше, 


26. Принцип Дедарта в примененин в линиям можно выразить так. 

Если на пакой-нибудь линиц мы опигладыгаен отрезки в 068 стороны 
от определенкого начала на ней, 210, выражая отрезка в одну сторону по- 
ложительными числами, мы должны отрезни обратного направления вы- 
фазить отрицалпельными чнола.ниь ы 

Лдя подтверждения сказаниого разберем, напр, тагую задачу: 

От точки 4 на линии 1(М№ отложен отрезов 4В—а, а от точки В в 


обратном нанравленни отрезок ВС-=6. Требуется определить отрезок 
Аб=а, 


(с, 
1 | ! | 
С 4 с, В 


Черт. 17. . 


М. 


М 


- 


Инеем формузу == — 5. В отрезках а и $ возможны три случая: 
1) 4>%, 2) «=, За<ь. Если ав, то получим точку С, между А и В, 
& ях положительное число (#—7). Если а-6, то вернемся в точку А, а 
числовой отвег я=0. Если, наконец, а<Ъ, то позучии точку С, по другую 
сторону от 4, чем точка В; разность а—6 в этом случае будет отрица- 
теньна (2—=—— п), и если мы желаем, чтобы формула была общей, т.е. да- 
вала бы ответ на все три случая, то мы должны принять отрицательное 
чис3о (—) за выражение отрезка АО.. 

Принцан Декарта прилагается не только к отрезкам прямой, но и 
вообще в тем величинам, которые могут измеряться в обе стороны от 
одного и того же начале, —в тех случаях, когда имеет значение не только 
размер величины, но и ее ваправление (прямое или обратное). 


27. Построение угла по данной тригонометричесной функ- 
ции. Значение функции теперь можно брать как положитель- 
ное, так и отрицательное; подробности самого построения и эго 
результат, как увидим, здесь будут уже несколько иные, чем 
в $ 10. 

Для построения мы будем теперь пользоваться полным кру- 
гом (произвольного радиуса), с двумя главными диаметрами; знак 
функции укажет нам направление тригсном. линии, а абсол, ве- 
личина функции—ее отношение к радпусу. 

Обратимея к примерам. 


Пример 1. зт х==-.. Решение. Так как данный синус поло- 
жжителен, то линия синуса должна быть в верхнем полукруге; а 


1 
се длина должна составлять -- радиуса. Поэтому поступаем так: 


выше горизонтального диаметра проводим параллель к нему на 
' Й 
расстоянии -- радпуса (ОВ=-„- П), до 


пересечения с окружностью; оно будет 
в двух точках (С и 0), которыми 
и определлютея два угла. Получим: 
== АОС и х,= И АОШ. Действи- 
тельно; 


СЕ 1 1 
Эт А0б—=-— > == =5; 
ы В а 4. 
БИ ДИ я 5 * Черт. 18, 
Пример 2. с05 2 —= — 2 Решение. Значение косинуса дано отри* 


цательное, след., линия косинуса должна 
быть влево от центра; в ней должно 
быть три таких части, каких в радиусе 
пять. Поэтому отложим ОЁ == 2-8, после 
чего через Е проведем прямую, пёр- 
пендикулярную к горизонт. диаметру 
(или || МР) до пересечения с окружно- 
стыю: оно будет в двух точках (Ки С). 
Искомые углы: х, = / АОЁ, п 
2.= / АОб (> 180%. Черт. 19. 


Пример 3. 45 2=1. Решение. Сначала построим линию тан- 
генса: она должна итти вверх от точки ча 
А (так как данный тангенс положите- М В 
лен), а ее длина должна быть равна ра- р 
диусу; проводим поэтому  касательную 
АВЕ. Через точку В должно про- 
ходить продолжение подвижного радиуса, ^ 
при чем это может быть или продолже- 
ние вперед или продолжение назад; про- 
водам поэтому из В через центр секущую 
ВСОГ. Получим два угла: <, = /Х АОС, 
из, = Д АО (>180>). Черт. 20. 


Я тя ы Я 2 ' > 
Пример 4. с5с ^— — 5. Решение. Линия косеканса долзкна 
иметь начало в центре круга, конец на касательной КЛ, а ев 


= 


И; поэтому из центра О радиусом О® == 5. Е опи- 
| сываем дугу, которая пересечет КЁ в 
> 


ЕЕ: 
длина — -, 


с точках Ви С; ОВ и ОС—0два одина- 
ково возможных положения линии ко- 
секанса. Так как данный косеканс 
отрицателен, то надо сделать ОВ и 
ОС' направленными обратно подвижно- 
му радиусу, так что искомые положе- 
ния подвижного радиуса будут ОБ и 
ОЕ, а углы: и, == ДАО (> 180?) и 
х,== АОЕ (> 180°). 

Черт, 21. Представляем самому учащемуся 
проделать построение и в остальных 


случаях (взяв, напр., 8ш я=— >; 608 = 3; в 2=-—@; 
сви 1; ара; зе; еш-= 4; 66454). 

Что касается результатов построения, то важно заметить, что 
отвэтов теперь получается не один, а два (чтб соответствует 
тому, что в таблице $ 25 у каждой функции каждый знак встре- 
чается в 06/5 четвертях). 


28. Распространение формул $ 12. Покажем, что соотношения 
между функциями одного угла, выведенные нами для первой чет- 
верти, будут верны и для других четвертей. 

Прямоугольность и подобие тр-ков ОВС, ОБА и ЕОМ, ко- 
торыми мы пользовались в $ 12, существуют не только в первой 
четверти, но и в остальных четвертях (черт. 13—16), а потому 
чеометрические соотношения, полученные нами в $ 12, останутся 
в силе и теперь. Таким образом во всех четвертях: 


вс\*, [00\? _ . Ар _ В0. 06 с. 
(=) -+(=) =: .-6% = 


МЕ 06.806 „. 00.06 _ ОБ ВС 


-—в —в ** в ° и .. (4); >’ `В =). 

Злесь имеются только абсолютные величины функций; для 
того же, чтобы вошли самые функция, необходимы еще знаки 
при абсолютных величинах, Но, просматривая таблицу $ 25 по 
отдельным четвертям, мы видим, что от присоединения требуемых 
знаков равенетва (1) — (5) не нарушатся. Действительно: в равек- 


— 2 = 


стве (1) мояию в скобках приписывать знаки благодаря четно- 
сти показателей; рав. (2) и (3) не нарушатея везедетвие того, 
что «частное» знаков, недостающих в правой части, веегла, 
одинаково со знаком, недсстающим в левой части 1); рав. (4) 
и (5) не нарушатся потому»что недостающие знаки всегда одп- 
наковы. 

Итак, формулы Г— У ($ 12) распроетравяются и на 
углы большие прямого; это будет верно и для формул 
У[-—№Ш ( 14), потому что они получаются из тех, как их 
следствие. 


Пример. Для наглядности, разберем хотя бы один случай более 


г с08 
. подробно. Выведем, напр., формулу с а= а для [М чет- 


и 


Припишем здесь нужные нам знаки: они м 
таковы, что равенство от этого не на. 
рушится [см. (а)]; получен: * 


верти 
МЕ 00° 
По черт. 22; ПВ с08 = -р- и 
Эш «=—59 ..(®). Так как ОМЕс» Д\ ОВС, 
06 , 
МЕ 06 МЕ (+) Е 
а отсюда в - (5). 


° ом Во’ 


№ 


(#1) 
МЕ ( | т) 608 а Р 
—-- = раза 210: саж 
д ( Е) 51 @ Черт. 22. 


29 Применение формул 1-—УИ1Т. Эго применение несколько отли- 
чаетея от сделанного в $ 15, как покажут примеры. 


Пример 1. Найти с5с а, зная, что а оканчивается в У 
15 
четверти 2) и < а-—=— 5. Рещение. По форм, УШ имеем 


В ® 

1) По таблице $ 25 видно: где т и 05 имеют одинаковые знаки (в 
Ти Ш, 79м @@ и ©0 положительны; а где зш и с0з имеют разные знаки 
(ио Пн 1\), там 18 и с отрицалельны, См. также „пример“ в конце 
этого 8. 

2) Т.е. подвижной раднус угла а находится в Г\" четверти. 


В 
== 1-- 1 ==1-[- (— 5. Так как косекане в Г\* чет- 
ей 7559 17 


верзи отрицателен, то далее напишем: с3е а = у `в3 Зы 


Пример 2. Выразить соза через эта. Решение. Из форм. Г на- 
ходим 603? а ==1-—3щ?а, и так как косинус вообще может иметь 
й положительное и отрицательное значение, а ДАННЫХ для вы- 


ыы Г 
бора знака у нас нет, то принимаем с0ва==-й 1 — т?а. 


Пример 3. Зпая, что в4=— 3, найти остальные функции. 


4? 
Решение. Вычисляем по тому же плану, как в $ 15, но, опреде- 


ляя 5са, извлекаем теперь корень со знаком, И Удержим оба 
знака, потому что при отрицательном тангенее секанс может 
быть как положительный (Г\“ четв.), так и отрицательный (П 
четв.); отсюда уже получим соответственно по ДВа знака и в 
дальнейшем, Окончательно будем иметь: ‘| 

ев а==— А; вса==-Е 5;608а = 4; ая 


к 
в - 
‘а 

| 
т 
65] 


или, выписывая каждый ответ отдельно: 


4 5 4 3: сен В 

1) Сва=— у, З6а=- а соза==- р, эта==-— р ©5Са 3 
5 -4 < 3 ©3са — + 5 

2) сва==— 5, зба=— 2 0054=-5 аа а ма 


(Первый ответ относится к Г\ четв, ‘а второй К П четв.) 


Замечание (Е прим. 3). После вычисления 5с а мы 78 Не применяли 
более жеадратной формулы, иначе нарушилось бы содтбе ИСИеие знаков; 
так, если бы, найдя с0з а, мы взяли для зш а форм. 1,10 Пришлось бы 
знаки подбирать (здесь с05а и эта должны иметь рез Знаки, так Бак 
данный {2 а отрицателен; можно подбираль еще по приНадлежности к 


одной и той же четверти). 


30. Изменение тригонометрических функций с возрастанием угла 
ст 0 до 3605. Случай изменения угла от 0 до 0° был уже 
рассмотрен раньше, в $ 9. Для изменений угла 07 30° до 180°, 
от 180° до 2705 и от 2702 до 3602 воспользуемея боответственно 
чертежами 14, 15 и 16 ($ 24), а именно: определи8 сначала знак 
функции, будем относительно абсолютной величины соображать 
так же, нак и в $ 9. Окончательные результаты Представлены в 
прилагаемой таблице: для каждой четверти—в аргументе и функ- 
ции показаны только крайние значения; между НИМ функция 
или только увеличивается или только уменьшает. 
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| 
1 


с03 Е- ва 
| : | | 
ыы | | 
| 09... < 9..0 [60...48 —юха..0 
се | ен. 30 би. 60 +. ..0 0... — © 
И И АЕ | ЕЕ ЕЕ ЕЕ. РЕБЕ 
^ 56 а.о [-ю.. 1-1... | +9... +1 
. ©56 0. .--1 +1. о |-ю..-1|-1..-® 
ВОНИ ИИА У ОИЕВИИИАЕ ЕЕ, ЗЕЕ ЖЕ. 


` Так как тригопометрические функции выражаются теперь ко- 
личествами алгебраическими, то увеличение и уменьшение фунх- 
ции надо отличать от увеличения и уменьшения ее абеолютной 
величины; напр.: с возрастанием аргумента от 90° до 180° абео- 
лютная величина косинуса увеличивается; но сам косинуе, бу- 
дучи здесь числом отрицательным, с увеличением абсолютной ве- 
личины—наоборот—уменышается, Точно так же, с возрастанием 
аргумента, в алмебраическом смысле тангенс вседа увеличивается, 
а котангенс уменьшается 1). 
К полученному выше добавим еще несколько указаний. , 
1. Из таблицы видно, с каких границах изменяется каждал 
функция; отметим это: 
1) синус и косинуе изменяются от --1 до —1 (так что их 
абсолютная величина никогда не превышает единицы); 
_2) тангене и котангене изменяются между -- 02 и — со (по- 
этому тангенсом и котангенсом может быть всякое число); 
3) секаие и косекане изменяются от -|-1 до Но и от —1 ло 
— х (следов., их абсолютная величина не бывает менее единицы). 


) Этому соответствует ва чертеже: если АР линия тангенса, то точка. 
В движется всегда снизу вверх; если ЗГЕ липзия котангенса, то точка Е 
рвшжегса всегда сорава цалеьо. 


И а 


П. Обратим внимание на двойственность некоторых результе- 
тов. Так, мы видим, что {3 90° —=-- 02, вели $90 получено уве- 


личением обтрого угла, ч 19 90°-=— со, если 90 получено 
уменьшением тупого угла; если же происхождение 90° неиз- 
вестно, то придется написать &5 90° == -- ©. Подобным же обра- 


зом мы возьмем. 603 210°——0 или с(з 210?==-[-0, смотря 
по тому, к Ш или ПУ четверти мы отнесем угол 2109; 
вообще же, следов., с0$ 370° —=--0. Точно так же будем иметь 
са 1802 = 5 оо, и т. п. 


Замечание. Осгоившись по чертежу с изменениями синуса и 
косинуса, изменения остальных функций легко проследить и без 


чертежа-— по. их зависимости от синуса и косинуса. Так, напр., 
эта 
изменения & можно рассмотреть, как изменение дроби Е 


1 
изменения зса, как изменение дроби о и т. д. 


°31. Формулы призедения. Тригонометрические функции углов 
больших прямого легко приводятся к функциям острого угла. Для 
этой цели служат те два острых угла, которые подвижной радиус 
образует с горизонтальный ий вертикальным диаметрами (они до- 
полнительные); так, если на черт. 14 Г АОВ==143°, то указан- 
ные оетрые углы сут: СМ ОВ ==37° и / МОВ= 53°, и можно 
перейти на любой из них. Как это делается, рассмотрим сначала 
на примерах. 


Пример 1. Функции тупого угла привести к его дополнению 
до 180°.—На черт. 23 для тупого угла АОБВ дополнением до 
180° елужит острый угол МОБ, вели- 
чину которого обозначим через @; тогда 
Д АОВ=180° — а. Чтобы для угла а 
составить функции, мы должны сперва 
отложить его от общею начала ОЛ: 
пусть / АОС =. Проведя линии синуса 
ВО и СЕ, получим: ми (180°— а) = 


а ий Ш 5=1 — к как 
=—=-- В р Г] ‚ так как 
ВО==СЕ, то 


эт (180° — я) =зта .(а), 


( 
Далее: с05$ опре. (1) и 05 4=-- Е (2); здесь 


вторые части, имея равные абсол. величины (так как Ор = ОЕ), 
различаются знаками; чтобы уравнять их вполне, не изменяя 
рав. (1), умножим обе части рав. (2) на— {1 отчего получим: 


— 608 а=— о. (3). В рав, (1) и (3) вторые части равны; след., 
с08 (1808 — 2) = — соза.. (5). 


С помощью формул (а) и (5) находим для остальных функций 


(по 88 28 и 12): . . 
На а, 
С (ВО роща 
80° — ) — воина = вв а, 
р а 


З (180° —а) та 


` Пример 2. Функции тупого угла привести к его избытку над 
90°. —На черт. 24 угол АОВ можно рассматривать как 90° -1- а, 
означая через а величину угла МОБ. Отложив от общего начала 
{4А9С—а и проведя линии синуса ВЕ и ОС, будем иметь 


ВЕ 


вт (90° а) =-Р-р +-(1) 
сов (90-0) -=-— 97.) 
Сб: 
ПРЕ 
8 а (3) 
0< 
608 а=-Г-р-. .(4). 


Так как БЕ-=0О0, то 


&1 (509 -;- @) ==г0за. (а). 


=> 


— а 


4 


Так как ОГ-=С0, то, умножив обе части рав. (3) па —*, 


увидим, что 
со (902 -"- я) = — зи @*- (5). 


Из (&) и ( можно слелать вывод для остальных функций — 
тем же путем, как в примере 1; получится: 


4е (90° -1- а) == — (40 2; с (90° —=—® & 
5е {90° а) ==—056 2; 056 (90°; д} ==56 а. 


Пример 3. Привести сёс (90° -1- а) к углу а (не сводя с на дру- 
гие функции того же угла).—Проведя 
для угла АОВ (—=90°-- а) линию котан- 
генса ЛО, получим тр-к МОС, потом 
отложим угол а от общего начала и со- 
ставим тр-к равный полученному: таким 
будет тр-к АОД. Далее имеем; 


ме 


вр (90°) ==— р --(1) 


/ 
М0=АЛ.-@) 


‚ АР Ар 
фо а .(3); —в а=—-в `'(4). 


Из рав. (1), (2) и (4) следует 
со (90-2) =—щ&. 


Пример 4. Привес ги 85 (180-52) к углу а. — По чертежу имеем: 


86 (180--а) = к 


56 ат. .(2), 


ор. 
—а=—-ъ..(3). 


Из (1) и (3) следует: 


8с (1809 -1- 1) = — $3 а. 


зо 
— до —< 


Правило и примезы. Разбор всех случаев 90° 2, 1808 2-а, 
2102 — а, 360° —а) дал бы нам 48 формулы приведения 1), но 
все они сводятся к следующему простому правзлу: 1) ебли при- 
водёймая функиня имеет отрицательное значение, то надо функ- 
ции острою ума умножить на—1; 2) название приводимой функ- 
цин- сохраняется, если острый ул взят яри юризонтальном дна- 
метре, и меняется на сходное, если острый уюл взят при вер- 
тикальном диаметре. 

` Приложим это правило к примерам; 

1. Привести к острому углу № 130°. —Так как 130° —= 
—180° — 50° —90° -|- 40°, то привести можно к 50° ик 40° 
Зная, что {с 130° отрицателен, и помня, что 50° считаются от 
горизонтального диаметра, а 40° от вертикального, напишем: 
45 130°—= — № 50° и щ 130°——е 45°. 

(Вгорой результат можно получить из первого, а именно: {в 50° 
можно заменить. по 8 17, котангенсом угла дополнительного к 50°, 
т.е. 4 40°.) 

2. Привести 32 295° к острому углу не превышающему 45°, — 
Имеем: 295° — 360° — 65° ==210°-|- 25°; следов., требуемый угол 
есть 25°. Так как 5с 295° имеет положительное значение и 25° 
считаются от вертикального диаметра, то по правилу Получим 
86 2959 — 656 25°, 


3. Еще примеры: а) с0з к “) —— па; 


Ъ) & 1,21=45 @®-- 0,2%) = 0,21; 
с) зп 240° — т (180° -|- 60°) == — зт 60° ==-— Е . 


32. Другой вывод формул приведе- 
ния. 1) Предварительно обратим вни- 
мание на то, что отношение тригоно- 
метрической линии к радиусу предста- 
вляет собой для первох четверти все- 
гда полное значение функции, а для 
остальных четвертей иногда только 
абсолютную веничину функции 1).— 
Обратимся теперь к чертежу 27. Сра- 
внивая тригонометрические линии дуг 
АМС, АММО вн АММРЕ с триго- 
нометрическими липиями дуги 4 В, ви- Черт. 27. 


1) Э10 название прилагастся и к формулам 5 17. 
3) Когда эта функция огрицательна. 
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2 Ва 
ДИ, 910 ОБИ паи одни й 18 ше, или воотретственно равны. Отеюла за- 
вкаючаем, что для дуг 180° —а, 180? а и 360° — а абсолютные величичы 
функций соответственно равны фувкциям дуги а. 

2) Так как выражение: 180° — 2, 180° та и 360? —« можно заменить 
через: 90° -1- 8, 270° — В и 2710° -- 8, а функции дуги а равны сходным функ- 
циям дуги В (как дополнительной), то на основании п. (1) заключаем, что 
для дуг: 90° -- В 210°—Ви 270° + 8 “бсолютные величичы функций равны 
сходимм функциям дуги 8. 

3) Из (1) и (2) вместе следует: чтобы составить какую-нибудь формулу 
приведения, надо приводимую функцию выразить с помощью знака п`абсо- 
лютной величины, заменяя абсолютную величину функцией острого угла: 
при этом название приводимой функции следует сохранить, если ее аргу- 
мент содержит в своем составе 1802 или 3605, и изменить на, сходвое, есаи 
артумеит содержит 90° или 270°. Так получим: зт (180° —) =зш & 
47 (360° — в) = — Ша; с0$ (270° — В) = — яв Вит, д. 


33. Вычисление—по данной фуннцин—угла между О и 360°. Мы 
уже знаем из построения (8 27), что должны получиться два 
угла 1), принадлежащие к различным четвертям. Для вычиеления 
углов ббльших прямого послужат, как сейчас увидим, острые 
углы—те же самые, которыми мы пользуемся в формулах приве- 
дения; при этом сообразить состав искомого угла иногда бывает 
удобно по чертежу, а большею частью-—по яравилу приведения 
(см. в 8 31). 

При нахождении вспомогательного острого угла-—по абсолют- 
ной величине данной функции—название функции или сохраняют 
или меняют на сходное (соответств. 8 31). 

. Все сказанное покажем на примерах (числа взяты из 8 19). 

Та. 1) т %—=.— Первым ответом послужит острый угол, 
а именно 30°; второй угол виден по черт. 18: он есть 1808 — 30° = 
=— 1505. 

2) сз #=4.— По $ 19 имеем х, = 60°; для получения 2, 
представим себе из конца линии косинуса второй перпендикуляр 
к ней (в [\ четв.); увидим, что я, == 360° — 60° — 300°. 

По яравилу приведения ?) состав х, определяется так: найдя т, 
змеем с08 2,=60$ 60°; названия функций здесь одинажовы, сле- 
довательно, надо отложить 60? от горизонт. диаметра, а так как 


данный с08 положителен, то отложить—в Т\` четв.; следовательно, 
=, ==3605 — 60? = 300°. 


*) Если взятое значение функции не относится к копцу четверти (си. 
табл. 8 30). 
2) Давая еву здесь обратное примеиение. 


И 


$) ш х=1. — Соответствующий острый угол есть 45°; по 
черт. 20 видно, что еще пригодно 180° - 45° — 225° 

ГЪ. соз #=1 (ИУ5—1). Второй И Примем вторую чаеть 1) 
за сходную (© - данной) функцию, острою угла а, т.-е. полагаем 
+ (ИБ — == а. Тогда с08 я==з1 а; а для этого должно быты 
2, =90°—а и 2,=270°--а (угол а откладываем от верти- 
кального диаметра — там, где с0$ положителен). Кели зш а == 
—=+(И5—1), то а==18°, а след, 2 ==90°—18°-=79° я 

2702 18° — 288°. 

Ца. эт #=—%. Первый путь. Примем абсолютную вели- 
чину данного ежа за такую же функцию острою угла а, 
так что Вт а; тогда зт х==— эт а. Здесь функция искомого 
угла приведена к острому углу; по правилу приведения можио 
восстановить состав угла х, а именно: так как названия функций 
одинаковы, то надо а отложить от горизонт, диаметра, и так как 
данный синус отрицателен, то отложить в Ши [\ четв.; получим 
т, =180°-1- а из, =360° — а. Если зт а== +, то а==30°, а след. 
ж, =210° и х,==330°. 

Ц. Зя=— - Второй путь. Причем абсолютную величину 
второй части за сходную функцию острою угла В, т.-е. полагаем 
2 ==008 В; тогда эш х==— с08 В. Рассматривая это равенство, 
как результат приведения, заключаем, что В должна быть величина 
угла при вертикальном диаметре (так как название приводимой 
функции заменилось сходным), а подвижной радиус должен быть 
в Ш или ГУ четв. (так как данный эш отрицателен); таким обра- 
зом искомые углы будут 2, ==270°—В и 2,==210°-|- В. Если 
сов 8—1, то В==60°, а след., 2, ==210° и =, ==330°, 

Подобным же образом поступаем и в других случаях. 


рр 


ПШ. Углы отрицательные. Углы большие 360°. 


34. 06 отрицательных углах. Если рассматривают не только ве- 
личину угла, но и наяравление, в котором он отечитываетея, то 
угол, образуемый вращением обратным обычному, выражают по 
зринципу Декарта ($ 26), отрицательным числом. 


*) Опа положительна и зпакома нам из $ 19 в качестве енниуса (18°). 
* 


аб 5% 


На тригонометрическом круге отрицательными будут углы, 
отложенные вниз от неподвижного радиуса ОЛ (см. черт. 28). 

Отрицательным углам будут соответствовать и отрицательные 
дуги: такпми должны считатьея дуги отложенные вниз от общего 
начала Л. (Угол ин его дуга будут и теперь выражаться 
одинаково}. 

Тригонометрические функции для отрицательного угла соста- 
вляются так же точно, как для примыкающего к нему положи- 
тельного угла. Так, по черт. 28 полу- 
чатея: эт +9=—80 © ([— 5) = 
НИЕ 8 ИН и. ит.д 

2, й) 1 В, ‚Я. 

Из этого следует, между прочим, 
что независимость функций от длины 
радиуса и форм. 1--УШ сохраияют 
силу и для отрицательных углов. 


Черт. 28, 


36. Найдем зависимость между функциями отрицательного 
угла и такого же по величине шоложительного. 

а) Для случая острого’ угла по черт. 29 имеем: 
эт 7 и т «= 92 г 
\отеюда, замечия, что ОД = ВО, и умно- 
кая обе части второго равенства на — 1, 
получим зш (— 04) == — м а. Далее: 
ор. 


д: 


с05 (= И с08 а=- 


следов., с05 (— 4) = соза. 
Черт. 29. Итак, зш (-д=—зш а п 
08 (— а) = 00$ 4. Отсюда найдем 
$ (-- = ыы РА Е. == —04; и тем же 
©08 (— 2) 608 & 608 а : 
зпособом; с (— а} == — сё а, зс (— а) = са и сзе (— 2)—= — е5са. 


6) Полученные формулы будут верны и в том случае, если 
угол & более 90°. Действительно, предыдущий вывод был осно- 
ван на том, что линия косинуса была общая, а линии синуса, 
имея равную длину, были направлены противоположно; но то же 
самое будет и во всех других случаях, потому что концы дуг @ 
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и — а всегда будут лежать по разные стороны горизонтального 
диаметра и на одном перпендикуляре к нему. 

Правило. Доказанные преобразования можно выразить так: 
в случае косинуса и секанса минус в аруументе можно овуетизть 
а в остальных случаях. минуе у отлумента можно вынести за 
знак функции. 


Примеры. 31 | 505) = — 511 505; соз(— 50°) == с08 50°; 
$ (— 3005) = — 1 3005; зе (— 3005) == зе 300°; 
эт (а — 90°) = т [= (90? — а)] =-— в (90° —а) = — соза; 
с5с(#—210°)==е8[-—(270°—3) == —686(270°—а)=-—(-—вса)==зса. 


‚36. 06 углах, превышающих 360°. Периодичность тригонометриче- 
ских функций. В теории тригонометрических функций — кроме 
углов обыкновенной величины — рассматриваются также углы, пре- 
вышающие 36051), 

Со введением отрицательных углов и углов, превышающих 
360°, угол является уже такою переменной величиной, которая 
способна принимать всевозможные значения, от 0 до | < и 
от 0 о —<. 

В 8 30 было показано, как изменяются тригонометр. функции 

с возрастанием угла от О до 360°, т,-е. при одном полном обо- 
роте подвижного радиуса. При дальнейшем возрастании угла 
‘подвижной радиус будет принимать положения, которые уже 
были пройдены им при первом вращении, а потому тригономе- 
трические функции будут получать свои прежние значения и в 
прежнем порядке. 
. В случае отрицательных углов, при измемении угла от 0 
до — 3605, от — 360° до — 720° и т. д., подвижной радиус вра- 
щается так же, как при уменьшении положительного угла от 
360° до 0, а потому и тригонометр. функции изменяются так 
же, как для этого перехода. 

Таким образом при изменении угла от 0 до |< иот0 
до —0© тригонометр. функции изменяются перичодически, т.-е, 
повторяясь через равные промежутки в аргументе. Наименьшее 
приращение в аргументе, после которого 209 изменения функции 


*) Такие углы встречаются иногда п ‘в практике: примером может 
служить так наз. 7204 нручения (в физике), 
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позторлется, называется лериодэм этой Фуньцци. Предыдущее 
рассуждение показывает, что по истечении 360? все тригономе- 
трические функции повторяются; остается только решить, будет 
ли этот промежуток наименьший. Обращаясь для этого к таблице 
$ 30, видим, что он не будет наименьшим только для тангенса 
и котангенеа, в которых первое повторение наступает по исте- 
чении 180° в остальных же функциях до окопчания полного 
оборота жод изменения не повторяется ?). Итак, тригонометри- 
ческие функции суть периодические, ори чем период синуса, 
косинуса, секанса и косэканса равев 3609 (2п), а период тангенса 
и котангенса равен 1809 (п). 


37. Если к аргумеяту перподической функций мы прибавим 
период, то, каково бы ни было значение аргумента, значение 
функции не изменител; обратно, если для данной функции суще- 
ствует такое яостоянное количество, которое можно прибавлять 
ко всякому аргуменгу без влияния на функцию, то эта функция 
есть периодическая. На основании этого периодичность тригоно- 
метрических функций можно выразить следующими формулами, 
в которых а может иметь какое угодно значение, от— со до -|- <: 


эт (а -Г 3605) == та; соз (а | 3605) = сова; 
в (а 180) == 40 а; ева (а-Ё 1805) = ва; 
8е(а-- 3605) = 56 а; с5с (а-{- 3507) == сзе с, 

Примеры. 1) Упростить 7% ==е8е (а — 270°).— Прибавив к аргу- 
менту период косеканса, т.-е. 360°, получим п = с5с (90° -|- а); а 
отсюда: #==8еа (по $ 31). 

2) Упростить я ==% (а — п). — Прибавив к аргументу период 
тангеиса, т.-е. п, получим в = ва. 

3) Упростить 4 == - п. Так как п есть период котангенса, 
то отнимем п от аргумента три раза; тогда 9 == сет —=у3. 


38. Приведение тригонометрических фуниций всякого угла в про- 
стейшему аргумэнту. Григонометрические функции всякого угла, — 
каковы бы ни были его знак и абсолютная величина, — легко 


— 


+) Что касается до отдельных Значений, то на протяжении одного 
оборота каждое пз них появаястся два раза, (см. 8 27), по промежутки 
между ними неодинаковы. Наломиим еше, что периодичность состоит 
5 повторяемости рлда тех же са ных значений и в том де самом порядке. 


7 - 


попводятея к фупициля положительного угла, не превъинаю- 
щего 45°, 

а) Пусть будет дан положительный угол (больший 45°). 
Если он менее 360°, то применяем 5$ 17 и 31; если же оп 
более 3605, то сначала исключаем из него все полные обороты1), 
Например: 


1) 51 63° = с0327°; 2) с03 1459 — с03 (180° -- 359) = — с0$ 35°; 
3) 1=.2085°—15(360°.5--285°) ={285°— 5 (270°-[-15°) = —с{15°. 


6) Если дан угол отрицательный, то сначала переходим на 
такой же по величине положительный угол. с которым и по- 
ступаем, как только что показано. Возьмем, напр., т (— 15969). 
Применяя формулы $ 357), получим зт {—15965) == — т 15965, 
Преобразуем теперь эт 1596°; разделив 1596 на 360; получим 
в остатке 156; следовательно, зш 1596° — эт 1565; но зш 156°— 
==511 (180° — 24°) — т 24°. Таким образом; окончательно, 
„в (— 1596°) =— эщ 24°, 


39. общность формул приведения. В 56 17, 31 и.35 было показано, как 
приводятся к углу а тригонометр. функции следующих аргументов: — а, 
‚ 90° а, 1805 а, 270° а и 360°— а; при этом предполагалось, что угол 
« положительный острый. Покажем теперь, что полученные формулы 
‘обладают общностью, т.-е. что они верны и в том случае, если пот а будем 
понимать какой угодно угол, от — со до -|-00. Достаточно обн:ружить 
$70 для синуса и косииуса, потому что остальное получится как следствие. 

При доказательстве мы воспользуемся, между прочии, тем, что линия 
косинуса есть проекция подвижного радиуса иа горизонтальный диаметр, 
а линия синуса равна его проекции на вертикальный днаметр. 

Переходим в самому доказательству. 


40. 1. Пусть в означает какой угодно угол; тогда — а будет означаль 
уго с такой же абсолютной величиной, но противоположный по знаку. 
Легко убедиться, что в таких углах подвижные радвусы лежат по раз- 
ные стороны горизонтального диаметра в одинаковом отклонении от него; 
поэтому линии синуса у них равны, но направлены противоположно, а 
инии косинуса совпадают; отсюда заключаем, что 


81 (— в) = — та и 603 (— а) = с03а, 


41. 2. а) Представим 90°-1-а в виде а -|- 90°. Если какому-нибудь углу 
прибавить 90°, то подвижной радвус перейдет в следующую четверть и 
составит с вертикальным диаметром такой же острый угол, какой раньше 


1) Заменяя данный угол остатком от его деления на 360°. 
2) Что оин вериы п для а`> 360°, в этом легко убедиться, рассуждая, 
как в 5 356. 


=} — 


‘составлял с горизонтальным диакетром, и гаоборот: поэтому его новая 
вертикальная проекция будет равна прежней горизонтальной, а новая 
‘торизонтальная проекция будет равна прежней вертикальной. Отсюда 
следует, что эт (а -- 90°) и с03 (а -- 90°) имеют соответственно такую же 
абсолютную величину, как с03а и за. Что же касается эшеков, то они 
таковы, в зависимости от четверти, где оканчивается угоф а: 


| | 
м. эт | 0$ а | а-|- 95° | с0$ я а | 
Ге А о 
и + т [Ш и 
Ш — | | п Ш ити 
У — — Ш ГУ И! — ш 
а | 


+ ы 1 ый Гу 


— 


Видим, что эй (а -|- 90°) и с03« имеют весгда одинаковые знаки, & 
60$ (а-|- 90°) и п а противоположные, 


"Таким образом 51 (90 а) = в05а 
603 (90° -{- а) = за, 
6) Применяя только что повучениые формулы к углу —ч и пользуясь 
$ 40, найдем 
т (90° — а) = е05 (— в) = с08 а; 
608 (90° — а) = — зщ (— а) == зло, 


42. 3. а) Представим 180°+- а в виде а -{- 180°. Если к какому-нибудь 
углу прибавить 180°, то подвижной раднус перейдет в противоположную 
четверть и составит одну прямую со своим прежним положением +); следов., 
еннус и косинус сохранят свою абсолютную величину, а знаки обоих 
изменятся; поэтому: 


ит (180° -|- а) == — эта 
605 (180° -|- 1) = — соза. 
6) Применяя эти формулы к углу — а, получиы 
эт (180° — о) = - зщ (—а) = ща 
60$ {180° — 2) == — 0$ (—а) == сова. 


43. 4. а) Представим 270°-- а в виде а -| 270°. Если в какому-нибудь 
углу прибавить 270°, то подвижной радиус изменит свое положение так 
же, как от поворота на—90°. Рассуждая как в 6 41, заключим, что верти- 
кальная и горизоптальная проекцин подвижного радиуса обменяются 


3) Илн: конец дуги перейдет в точку диаметрально противоподоя:ную. 


а 


длиной, а потому абсолютные величины $11 (а -|- 2705) и с0$ (а -+- 2705) соот. 
готственно раввы абсолютным величинам соза и $па. Чтобы сравиить 
знаки, предположим конец я последовательно в каждой четверти: 


| } и 
а-+ 270?| зп | 605 а а- 270°| с0$ эт а | 
! | ] 3 й 
Е } | я 
ы 1 а | 1% | | 
и |: | 1 | К +. - т 
Е оз Ги 1 2 а ео 
Е | | п = = В 
| ш | г} ет | Ш = Ре 
| 


Видим, что зи (а -- 2107) и с0за имеют всегда противоположные знаки, 
а с03 (а-+ 270°) и зто оданаковые. 

Таким образом $1 (270° + а) = — ©03а; 

с03 (270? {- а) = ща. 
6) Применяя эти форыухы к углу — а, навдем 
811 (270° —\ == — с0$ (—а) = — 6054; 
©0$ (270° — ‹) = эщ (--а) = — па. 

44. 5. Представим 360° —а в виде —«-- 360°. Если к какому-нибудь 
углу прибавить 360°, то окончательное похоженне подвижного радиуса 
не изменится; поэтому 

11 (3602 — =8п(—а)=— 1 & 
08 (36° — а) == 20$ (— а) = соза. 

45. Формулы, полученные в 88 40—44, ныеют такой же точно состав 
как и те, которые содержатся в 83 17, 31 и 35. Таким образом общность 
форыух приведения доказана. 

В задачах, — если требуетоя только припомнить формулу, — надо 


представить себе величину а между 0 и 90° и применить правило, дан- 
ное в 6 31. 


46. Общий вид дуг, имеющих конец в данной точке окружности. 
Пусть на черт. 30 дуга АСВ содержиг 


г 
64°. Очевидно, что все дуги, которые ь 
отличаются от 64° на полное чиело окруж- 
ностей, оканчиваются также в точке 
д 


В (предполагая общее начало в точке 
А), а все другие—вне точки В. Отсюда 
найдем. Чго дуги, имеющие конец в точке 
В, суть следующие: 64, 4245, 784, 
1144° ит. д., а также; — 296, Чер:. 30. 


= Де. 


— 6565, — 1016? и т.д.; Вее эти дуги можно выразить одной 
н той ше формулой 64° -|- 360°.и, принимая за » различные 
целые числа, как положительные, так и отрицательные, а 
также нуль 1), 

Вообще, если @ есть одна (какая-нибудь) из дуг, имеющих 
данные начала и конец, то общий вид всех дуг, имеющих те же 
самые начало и конец, есть д -- 360°.п (иначе; а -— 2пи). 

Мы говорили о дугах, но полученные формулы можно отне- 
сти и к углам--таким, у которых начальный и конечный радиуе 
одни и те же, 


47. Общий вид углов, соответствующих дакному значению тритс- 
пометричесной функции. В $ 27 было указано, что по данной 
тригоном. функции получаются два положения подвижного радиуса; 
в $83 мы выражали их положительными углами меньцими 360°, 
которые обозначим теперь через $, и „. Но с расширением 
границ аргумента от О дооо и от 0 до— оо каждому радиусу, 
принятому за конечный, будет соответствовать уже не один угол, 
а бесконечный ряд углов, положительных и отрицательных; таким 
образом теперь данному значению функции будут соответетвовать 
углы, составляющие два бесконечных ряда. Все зти углы можно 
выразить, по $ 46, с помощью, напр., $; и $5; а именно: общий 
вид углов одного ряда с 5. есть м а общий вид 
углов другого ряда: ф, -|- 360°. . 

Мы получили общее решение вопроса в виде двух формул с, 
двумя основными углами. Сейчас увидим, что они сводятся и к 
одному основному углу, Но уже для различных функций различно. 

Перейдем в отдельным функциям (для простоты, Воныем, 
примеры НЕ и без применения таблиц), 

1, а) зщ >. В 833 найдено: $1 = 80° и 9, = 180° — 30° = 
==1509; след., теперь будем иметь: 


х, = 30° -|- 360°.п и х,-—=150°-|- 360°. п. 


Эти выражения преобразуем так: 
х, ==180°.2п -|- 30°; 
х, —=180° — 30° -|- 180°.2п =180° (2 | 1) —30°, 


1) Так, напр, при и ==—8 получается дуга 64° -|- 360°. (— 3) == 64°-- 
== (— 10805) = — 1016°, 


Е В 


Здесь энак персд 30° зависит от четности (2") пли нечетне- 
сти (2 -|-1) множителя при 180°, а эту зависимость можно вы- 
разить с помощью степени отрицательной единицы; тогда вместо 
двух формул получим одну следующую: 


х—180°.т-|- 30°.(— 1)", 


где и означает произвольное целое число, безразлично четное 
или нечетное. При т четном эта формула дает 2), а при т не- 
четном 2). 

б5те=— 5 По $ 38, 0. ==210° и 9, =3309; след., 
2, == 210° -|- 360°.и и х,=—330° -|- 360°.». Можно уменьшить 
абсолютную величину основных углов, взяв для них отрицатель- 
ные значения; тогда будем иметь: =, == — 160° | 360°.в и 
т, == — 30° -- 360°.%, или в другом виде: , ==180°.(2% — 1) --30° 
и 2, —180°.2% — 30°, ‘а зти две формулы можно соединить в 


одну следующую: 
== 180°.т — 30°. (— 1)", 


которая при 1% четном дает 2, а при т нечетном 2; 
1 .. 
2. а) с032==; По 8$ 33 и 46 найдем 2, ==60°-|-360°.» и 
х, —=3002 -|- 360°.п. Если же воспользуемся в качестве основных 


также отрицательными углами, то получим: х, == 60°-| 3609. ти 
я, = —60°-|- 360°.т, что можно написать слитно в виде 


2—360°. т 60°. 


6) свх=-—, По 83 33 и 46 найдем =, = 120° -|- 3605. п ` 
2, —=240°-|- 360°.п. Можно выразить 2 и <, еще следующими 
формулами: =; = 120° -|- 360°.т% и =, = — 120° -|-360°.т, а их 
можно написать слитно в виде ^ 


23609. т 1.1209, 


`3. а) щ2=1. По-8 33, 9. = 45° и с, = 180°-- 459 — обо 
след., 2, ==459 -|- 360.2 их, ==225° -|- 360°.я, что можно пред- 
‚ставить в виде: 2, = 45° -|- 180°.2' и х, =45° | 1805. (2. +1; 
а последние две формулы можно заменить одной следующей; 


2—45°-|- 1809. ли, 


которая при т четном дает 1, а при т нечетном №. 


и 


Формулу х=45° -- 150°.т легко получить еще из следую- 
щего соображения: чертеж 20, в котором точки С и Д лежат 
на одном диаметре, показывает, что в ряде дуг всевозможной 
величины, от —с до --2, дуги, имеющие один и тот 
же тангенс, встречаются через каждые 1809; таким обра- 
зом, искомые дуги составят арифметическую прогресеню с раз- 
ностью 1809 1); общим членом этой прогрессии и будет х=45° 
-- 180°. т. 

6) & х=—=—1. Рассуждая так же, как в а), получим: 
7, =135° --360°.я их, ==815° -|- 360°и, или: х == 1359-- 1809 „т, 
или еще: х= — 45° -|- 180°.Ё,- 

4. а) чет=и 3, Вопрос решается совершенно так же, как 
в случае тангенса, Получим: 2, =30°-|- 360°. » их, =210°-|-360°, я, 
или: х== 30° -|- 180°. т. 

6) св ==— 3. Рассуждая как в случае тангенса, найдем: 
2; =150°-|-360°.п их, =880° -{- 360°, #;; или: х == 150°---180°. т, 
а также х—— 30° -| 180° .&, 

-б и 6. Если даны секанс и косекане, то сначала переходим 
‘соответственно на косинус или синус, 


“48. Помещаем еще несколько формул, относящихся в концам чет- 

верти, предоставляя подробности их вывода самому учащемуся. 

1 зт=2=0. Получим: ж, =0- 360°.» и я; =180° + 360°. и, иди: 
& — 180°, т, Е 

2) зп х=1. Получим: ж; = 4 = 90 + 360%. м. 

3) зп х=: —1. Получнм; м, = 2. == 2700 - 3600. п. . 

4) с03 х-=0, Получим: 2, == 900 -1-'360. в и л;=270%9 2- 8600. ® ‚ или: 
т = 90% -|- 180%. в. 

5) с05$ х==1. Получим: х = 360%. в -= 0, или ж; == 2. == 3600. 

6) с05 == — 1. Получим: х == 360%, #-+=-180%, или х; = яз = 1809. (2т + 1) 


49. Понятие 0б обратных круговых функциях (атсзш, агссов, 
атс, атссёе, ахсзс и атсс5с). Пусть в равенстве зт х==у через 
х обозначено так наз. отвлеченное выражение дуги, положитель- 
пое или отрицательное 2). Если рассматривать х как обыкновен- 
ное алгебраическое количество, без мысли об измерении угла, то 
У нас будет зависимость между двумя отвлеченными алгебраиче- 
скими количествамн, установленная при помощи дуги круга и 


==... .—495°, — 315°, —135°, 45°, 225°, 405°, 535°,.,. 


х 4 
3) Напр. =; 3; 1,25; и т. д» си. $ 3 034., 


: — 45 — 


условленных линий при нем, а именно: аргумент переводится на 
лугу — принимая за единицу радиус круга, а значение функции 
дается — по той же единице — определенной линией в круге. 
С такой точки зрения, когда $ш, 05... не служат целям триго- 
пометрии, они называются — по своей связи с кругом — жрую- 
выми функциями. Они часто применяются в высших отделах 
математики. 

В теории круговых функций существует особое обозначение 
и для обратной зависимости (х от 9). Положим, что в равен- 
стве 5ш х==у дано у и ищется х (сравн. 83 33 и 47). Дуга, 
соответствующая данному значению синуса, зависит от этого зна- 
чения, есть его функция. Такая функция называется вообще 
обратной крумвой. Функция обратная синусу называется арксиниус 
и обозначается через агезт, так что будем иметь х == агсзт у 
(здесь у есть аргумент, х— значение функции, агсвш — знак 
функции). Так же точно составляются названия и обозначения 
и для остальных обратных круговых функций). 

Мы уже знаем ($ 47), что аркеинус есть функция мноюзнач- 
ная, Т.-в. имеющая несколько значений (одному и тому же си- 
нусу соответствует неопределенное число дуг). Но обыкновенно 
под обозначением ахсзш понимают иростейшее значение этой 
функции, в границах от — до за совокупность всех, значе- 
ний ее обозначают иногда черзз Атсзш (начальная буква боль- 
шая). Таким образом можем, напр., написать (по 8 47); 

А эт 


атс Бит --(—1)". р-- х 


=. 


ПРЕ 
2 


п п 
В границах от— 5 до > берутся еще агеёа, атсс 5 и агсс56; 


а агссоз и агс5е — в о от 0 до п. Так, напр.: агсв (-—1)== 


1 1 21 
=-=# 2гсс0$ (- ы)-= и Г оно Атосоз (— 5) == ати 5 = 3 И Тед, 


+} В обозначении аксзи часть @гс есть сокращезие зат, слова, агсиз, 
что значит дуга; так что выражение агсзт у имеет смысл: дуга для ©и- 
нуса равного у, и оно равносильно такой (неточной) записи: агс (п =) 
В алгебре аналогичный случай представляет обозначение №, 


бк 


ГУ. Выражения синуса, косинуса и тангенса 
суммы и разности двух углов, двойного 
угла и половины угла. 


50. Синус и косинус суммы и разности двух углов. Пусть будут 
и 8 положительные острые углы, составляющие вместе менее 
90°, и пуеть а>>8. Для вывода 
мы воспользуемся тем, что функ- 
ции острою угла удобно полу- 
чаются из прямоугольного тр-ка 
(8 20). Чтобы составить треуголь- 
ники, поступаем так; берем пря. 
моуг, тр-к (АВС), содержащий 
угол а (/ВАС=0); от его ги- 
потенузы, при вершине угла а, 
откладываем в обе стороны угол 
в через другой конец (В) гипо- 
тенузы проводим прямую перпен- 

Черт. 31. дикулярную к ней, до пересече- 

ния со сторонами углов В; на- 

конец, из полученных точек опускаем перпендикуляры на, сторону 
угла а. 

Для ясности, мы разберем случай суммы и случай разности 
отдельно, и наш совместный чертеж разобьем для этого на два, 


51. Случай суммы, а) По черт. 32, из тр-ка АЛЕ, на 
основании 8 20 Ъ получим зш (а = 
=> проведя ВК || АС будем иметь 
ОЕ == ОК -|- КЕ = ОК -!: ВО; следо- 
вательно, ° 


: ок, вс 
т (= яр" 


Линии ОК и АР— из разных тр-ков 
(ОВЕ и АБ; но эти тр-ки имеют общую 
сторену (ОВ), через которую мы и перей- 


К ОК ПВ 
дем, заменяя яр ПРоизведением т. 


Черт, 32. 


— 
во 

Так же преобразуем и второе отношение Яр (через АВ). Те- 
перь будем иметь: 
рк РВ, ВС АВ 
ОВ Ар НАВ`АБ. 
Заметив, что/ВОК ==а (етороны /ВОЖ перпендикулярны к 
сторонам /ВАС), получим по $ 20 1: 

57 из 28 вс 
ОВ’ Ар АВ 


Таким образом (переставив слагаемые) 


зш (2-58) == 


== 3 = В 
== 9 8% == а, р=с08 8. 
зш (а + В) =5па. со В Е соз а . эт В. 


6) Для косинуса суммы имеем по черт. 32: 


сов (а-б-ЕАТ и АРА РС АС ВЕ; 
следовательно, соз аа _ВК. 
Ар дБ 
Но 
40 40 АВ ск ВК_ВЕ РВ 
Ар дв’ дб- °°34. 0% др=рвдр- та. а в. 


Таким образом 
соз (а ++ В)== сова .с038 — зша , вт В, 
52. Случай разности, а) По черт; 33 получим 
т (а — 3) =; 
а проведя ЕЁ || АС. найдем: 
‚ Е =ГО-==В6-— ВЕ 


вс ВЕ. 
след.» 1 (а — 8) = чи др” 


Рассуждая как раньше и заметив, Черт. 33. 


хто /ГВЕ == а, будем иметь: 
ВС ВС АВ соз В; ВЕ ВВ РВ 
—=5ша. ‚ ЧЕРВИ АВ 605. З В. 


АЕ АБВ АЕ 


Е а 
Таким образом 
| $ (а — 8) = 3112. 038 — соза. 51 3. 
6) Выражение для с05 (1—8) получится следующим путем: 


воз (а — 8) = т АС = Аб-+- Са = 40-4 ЕЁ; 


_ следовательно, с0$ (а — 3) =“ т . Но 
40 40 АВ ве ЕЁ _ ЕЁ ВИ в . 
А АВ АЕ _ : ; АЕ ВЕ АЕ. Ш. 


Таким образом | ь 


с03 (а — В) =03 4.6058 -4- зта. эт 8. 


53. Итак, мы получили следующие четыре формулы: 


эт (а -|- В) = а.е08В -|- с0за. зт В (ГХ) 
60$ (а -|- В) ==6084.с088 — эта. т В (Х) 
5 (&— В) == та. 083 — соза , эт В (ХП 
60$ (2 — В) = с08 а. 08 В ща. эт 8.1 (ХО 


Заметим, что формулы [Х и ХТ, Х и ХИП различаются только 
знаками, 

При выводе зтих формул мы предполагали, что я и 8 поло- 
жительны, при чем а >> В, и что а--8 < 90°; в следующем 
параграфе будет доказано, что полученные формулы обладают 
общностью, т.-в. что они справедливы и для каких уюдно значе- 
ний я и В. 


54. Доказательство общности формул 1Х—ХИ. ;Рассмотрны сначала фор- 
мулы для суммы, а из них уже дегко будет получить формулы дня раз- 
ности. При выводе мы будем пользоваться, между прочим, и формулами 
приведения, но общность их уже доказана (5 39).— Переходим к самому 
довазательству. 


а) Оба слагаеные угла положительны, 


1) Лая а--3 < 90° формулы доказанат. 
2) Пусть «< 90° и 8 < 90°, но а В > 90°: тогда, полагая а = 90° —, 
и 8 = 90° —В,, будем иметь’: 


608 {2 -- В) == 60$ (180° — (а; + | ==: -— сеза: и. 


Так как а, - & < 9°, то применяя к этой сумме доказанные формулы 
н пользуясь свойством дополнительных углов, получим: 

Зи (а -- 8) = Я а:. с03 1 - С0За, . 311.8, = 6052. 51 В | 512.608 8; 

с03$ (а -|- 8) = — ©0334. 603 В, + т а: . 511 81 = — та. 31 8 -- 6032. 605 8, 

Получихось то же самое, что и в $ 53. 

< Из 1) и2) вместе следует, что формулы [Х и Х верны дяя всяких 
острых углов. 

3) Дохажем теперь, что если формулы [Х и Х справедливы для хакит- 
нибудь двух углов, то они останутсн справеднивы и тогда, когда. к одному 
из этих углов прибавим 90°.— Обозначим через ч и 8 два таких угла. дая 
которых формулы верны, и положим, что а --90° — а}; тогда, 


т (а -- В — 91 [90° -| (а -- ] = с05 (а -- 8) 
608 (ав -- В) = 60$ [90° - (а -- 8] = — зщ (®-- Я. 


Разлагая здесь с0$ (а--3) и зп (а--8) на осповании условня отно- 
сительно а и В, получим: 


31а (а, -- ) = с0за. 038 — эра. зав «(1 
603 (а, - В) = — (ша. созВ -- 05а. эт В)... (2). 


Во вторых частях перейдем С а на а. Так кака - 90° —=а,, то 
а—= а, — 90°, или а==— (90° —а,); а отсюда: 
п а = 911 (90° —а,) = — с0за, 
_ 60за== 60$ (90° — а;) = та. 
Заменяя теперь в рав. (1) и (2) зп а через (— с0за1) и с03 а через 
5 а:, получим: 
5 (а + В) = Зпа, .с03 8 — ( — 603 а,).. зп В 
==, .с0$8-|- с0$ а, . 50 В 
60$ (24 + В) = — (— с05)). 603 8 -- Япа: . т] 
— 6034; .608 В — 5ш аа . ЗИ? 8. 
Соотношение осталось то же самое, какое предположено ддя а. 
4) Каждый положительный угол, превышающий 90°, можно получить 
через хоследовательнсе присоединение 90° к острому углу; формулы Хи Х 
для острых углов уже доказаны, а присоединение 90° к тему или другому 


углу не нарушает соотношения, как мы только что вндеди; поэтому фор- 
музы будут верны дня положительных углов любой велачииы. 


Т, 6) Однвн из слагаемых углов или оба отрица- 
тельны. 


Каждый отрицательный угол может быть получен через последова- 
тельное присоедннение — 360° к положительному углу; дя положительных 
Углов формулы 1Х и Х доказаны, а присседпнение — 360? к а или 8 или 


Учесвий прамоти. ориточем. 


0 


в тому и Аругому не изменяет ни $ и 605 Суммы, ви ут и с0$ отдельных 
углов; поэтому формузы будут верны и тогда, если один из углов иди 
оба вместе будут отрицательны. 

Из Та п [-5 следует, что формулы 1Х в Х верны при 1юбом значе- 
вии си в 


П. Случай разности двух углов. 
Замепяя в формулах суммы В через — В, найхем: 
зш(а— = ша. с03 ( — В) + ©0534. 2 (— 8) = 
=. с058 — С0За. 518 
605 (а — ) = с03а . 03 ( — В) — эта. 91 (— 8) = 
== с0за . 038 -- па. 51 в. 


Эти формулы, выведенные теперь без ограничений, одинаковы с фор- 
мулами ХТ и ХИ в $ 58. 
Итак, общность формул 1Х — ХИ доказана. 


55. Тангенс сумны и разности двух углов. 1) Имеем 


т (а-- ® та. с038 -|- сова зв. 


| == = 
м а ТЕ соза. созВ —зша вт 


Чтобы перейти на & @ и & В, разделим числителя н знаме- 
нателя второй дроби почленно на 60$ @ 00$ 8; получим 


эта 908 


—— -- — 
__  60за Г 508 _ а-- В 
вер р тва. 0 
05а с058 
2) Повторяя тот же самый прием, найдем 
а—% 8 
5 @— еее. В (У) 


56. От сложения и вычитания двух углов можно последова- 
тельно перейти к сочетанию какого угодно числа слагаемых и 
вычитаемых углов; например: 


т (а—8 + у==з (а—И-Н == (ая— В) соз у с0з(а— В). эту; 
далее применяем формулы ХГ и ХЛ, 


57. Синус, косинус и тангенс двойного угла. В формулах для 
суммы двух углов полагаем В =а; получим 


а 


зт2а-==2вша . с0за (ХУ) 

608 24 = 6052 & — 51? а (ХУ 
24а ей 

9 2а= т (ХУШ 


58. Чтобы разложить тригонометр. функции углов За и Да, 
предетавляем их в виде За-раи 2(25). Например: 


1) зш 34==а (2а-+0) =яЯп2а соза-с082а. тя 
— (23 а.с054). сова -Е (608? а — Ш? а). эта 
== т а (3 с05 а — 81? а) = Звта — А За. 
2) 51 4а = 1 2(2а)=2 51 2а.с08 2а==4 т асоза (603?а— 1? а) 


59. Нередко бывает надобно функции данного угла выразить 
посредством функций его половины; для этого рассматриваем 
целое как удвоенную половину и применяем. 8 57. Например: 


&) зпа= чщ2 (5 Г) = 2 сов ; 


= г0е ы -— а ве. 
5) ова==вов? (5) 608? 5; — 51? 5, 


60. Синус, кесинус и тангенс половины угла. По 68 12 и 59 
имеем следующие равенства: 


со9? 5 5025 ==1 и 005? 5—8? — 608, 


Складывая и вычитая их, найдем 


а 2 н@ 
2 608? > ==1-+ 60а и Зв? 5 ==1 — 6080$ 


2 
а отсюда 
1 —= 
БЕ Е - СЕЙ СУШ 
| 
=-+ и РНЕ ь $) 


= 


у 


ке 


г 


— 5: 
Разделив равенства Х\Ш на ХГУ, получим 1} 


/1— с0за я 
3 ч5-=у 1 с0за ° р 


Применяя полученные формулы, следует удерживать перед 
корнем оба знака только тогда, когда нег‘данных для выбора 
между ними; в ры случае возьмем один требуемый знак. 


Пример. Найти 2, если а содержится между 270° и 360° 


> 5. 
п с05а=0,6. — Так как 270° «а < 3605, то 135° <5 <180°; 


имеет отрицательное 


6 Я тупой т 
таким образом угол 5 тупой, и след. {я 5 


е а 1— 0,6 1 
значение, Поэтому мы должны взять. #8 5== — 106==—5' 


61. 0 двойных знаках в формулах ХУШ, ХХ н ХХ. Если дан с05 ь и значе- 


ния а ничем другим не ограничены, то определение ‚функций 5 равно- 


СИЛЬНО их определению для’ всех значений чз, соответствующих данному 
значению косннуса. Пусть будет из них } нанменьшее”1 положительное; 


тогда, а— + у-- 360°. м (см, 8 47, 2], а след. == = + 180°. з. Последнее 
зла | а 
Вок покажет нам, в каких точках оканчиваются дуги Концы 


дуг и—5 находятся в Ги Г\" чётв.; присоединяя 180°. я, мы получии: 


прин п ие. те же самые концы дуг (т.-е. в Ги 1\ четв.), а при я не- 
четном — диаметрально протввоположные им (т.-е. в Ши П четв.). Таким 


а 
образом концы дуг 5 распределятся по всем четырем четвертям, & по- 


а. г 
тому функции > будут и с положительными, и с отрицалельными зна- 


чениями. 


а Е ь 
62. Выразим 5 еще через вт @ и с0$ а. Для этого заменим 
. @ _ а 
85 через эт > Я 6055 и дополним сначала числителя, а потом 
Е & 
знаменафеля до эт ( = т о 603 5 получим, по & 59 и 60: 


') Комбинации знаков: эп 


: 1.0 я 
@) 1 а_ $1 5 05 5 зто 
= ЕР а. сс 
2 031.205" 10054 
2 2 
а р а 
6) еб 5595 1 соза 
о т о 
Е. 
085-251 5 


Пример. Применим форм. (а) и (Ъ) к примеру из $ 60.—Имеек: 
2710°<а<`360° и сова=0,6; отсюда эта==-—У1— (0,6) = 
== — 0,8. Таким образом: 


(2) = — 0,38 —08 -1 а _1—0,6 0,4 


63, Не лишено интереса получение формул (а) и (5) $ 62 из формула 
ХХ 5 60. 


а) В форм. ХХ умножаем под корнем чнслителя и знаменателя на 


1-- с0$ а; тогда, 
== та, ==. а 
(1 -- с03 а) (1 -- с03 а) 


Но забудем теперь, что через и- у нао обозначено арифлейическое 
(положит.) значение корня. Так как выражение 1-|- с05а@ всегда положи- 


тельно, то берем у/(1- с03 а) ==1-|- соза. Что же касается Узшаа, 
то при положительном значении зта мы возьмем у/зша—зта, а при 


отрицательном значении та кадо ы Взять |2 08 а == — Бла, Но знав 


та всегда одбчнаков со знаком 65, что ясно из разложеннй: ЗПа = 


а а а ‚@ ыы 
— 29 р Ви и 25 — Я 5 / с05 р Поэтому, извлекая и › будем иметь: 


ша 
1) если 5 5 (а след, и 5 а) полож., то *с ь =- 03 .}; 


а к : — та‘ 
2) если © 2 (& след. п эта) отриц. то 5 ва =-- (Ре 05а] 


та 
Окончательно: в обоих случаях 5 Ааа" 


‚ бВ форм. ХХ умножаем числителя и знаменателя. подкореяного вы- 
ражения на 1 — с05а. Рассуждения о зпаках остаются те же, ч10 а 
зя (а). 


У. Приведение выражений к виду удобному для 
логарифмирования. 


64. Общее замечание. Чтобы выражение удобно было вычис- 
лить с помощью логарифмов, оно не должно содержать ни сумм, 
ни разностей, кроме таких, которые легко найти непосредственно. 

Если это условие не выполнено, то следует даниое выраже- 
ние преобразовать,-—насколько зто возможно и выгодно. главные 
из таких преобразований мы и рассмотрим теперь, 


65. Преобразование суммы и разности двух синусов или косинусов. 
а) Преобразуем эт а-- эт В. Для этого положим 


а=#--у..(1) и В=х—у.. (2) 
и применим форм. ГХ и ХГ; будем иметь: 
та ==51 (1-9) =514.с98 у- 055. ту 


81 В = 1 (1 —у9) =811.608 у—608#. 5 9; 


отсюда 
па --зтВ==2511.с03; но из ур-ий (1) и (2) следует: 
В р 5 в 
| а" И У— —_- 
таким образом, 
: ее еде ИИ 4. в —В.. 
зта-- тв ==2 п —5 608 а [6% 
Применяя тот же самый прием, получи: | 
6) зта— Ш 8=2 008 а В. та 5 В: (ХИ) 
в) соза- в058 =2 с08 — и сз” 5 ыы (хШ) 


ый : 
г) с05а—с08 В = — 2 вт ‘Ш 5 = 


‚Е с В д. :. 
—2 т а —1. (ххГ”) 


д 


1) эт - м = г 2. э )=— т | ы . Формула ХХГ\“’ читается 


таг: разность двух Е равна удвоенному произведению синус 
полусуммы углов на синус обратной полуразности их. 


2 а 


100° -1-- 16° < 100° — 16° 


Примеры. 1) 51 100°— 51 16°=2 с03 р = 


==2 60$ 58° . 5 42°, 

2) с0$ 129 — с03 608 = 9 ви\ 36°. зп 249, 

3) с05 50° —- #1 70° = с03 50° -1- с0$ 20° =2 с03359 , с0$ 15°. 

4) эта-|- соза==в а--31(90° — 0) ==2 511 45°. с0з (#—455) = 
=}. 60$ (а — 455), 

66. Преобразуем еще следующие выражения из содержащих 


синус и косинуе. 
а) Деля равенстго ХХ] на ХХИ, получим 


5 а -|- зна В аш" 988 . и Е т 
эта — эт В 2 с05 ь а В эЩ =. ЕЕ соз" =: в } 
следовательно 
и. + [ 
эта -- т В 
эта — в 8 т. (ХХУ) 
$— 
6) По $ 60 имеем: 
1-1 с0за=2 05? 5 . ХУ `[; 1 — сова =2 ве (ХХУЙ 
35° 1 14° 


Примеры. 1) 35° 50 14° 672 424030 

2 ви 358—114 —› 3—5 4 10530'° 
е 2 

2) 1-1 с0810°23' —2 60525911' 30", 


3) 1 — 51 40° —=1 — с0350° —= 2 5112 25°, 


_ 67. Преобразование суммы и разности двух тангенсов ‘или котан- 
генсов, Чтобы преобразовать выражения 


ва 4, спа ое вас и сва-ыВ 
надо сначала перейти на синус и косинус; например: 


а) мые А. 3 (а--8) 


с03%`‘ ©0858 сова. 6088 


Е 6052 038 _ вт (8— а) 
6} 44—98 ша 51 та. вт В 
зта _ с038 _  003(а-|-В) 


634 51 6034. 518" 


в) вх — св 8= 


— 56 — 
68. Введение вспомогательного угла. Гриводя выражение к лога- 
рифмическому виду, иногда бывает выгодно некоторые числа 


заменить тригонометрическими функциями углов. Вот несколько 
таких случаев, 


1) И ЕП. 41 18° ==’ зи 185, 


311 (45° -- 4) 


2-е 4-м, 
) ы ы Я 603 459, 055 


: — 1 1 
3) зта-Г соза=И?2-[ зша- —= № с08 а. —— } = 
= ( И? : у) 


=И2. (ща. с08 45° -|- сова. ут 45°) =у/2. ви (а- 45°). [Ср.5 65] 


4) 1-|-2 51 50° —=2. [В -Е я 50° )=2 . (вт 80° -|-- зщ 50°) = 
—43т 40°. с0з 10°. 


69. В 68 преобразование удавалось се помощью некоторых 
простейших углов. Рассмотрим теперь общий случай, а именно: 
введем вспомогательный угол для А -|-Ви А — В, означая чрез 
А. и В какие-уюдно выражения. 


1) Имеем 4А-- В=А ( 1-- я) ; здесь принимаем а талиенс 


некоторого угла, что возможно, так как тангенсом может быть 


всякое число. Полагая: — 18 Ф, получим А --- В = 4 (1-- в 5); 


__ 81 (45° - $). 
но по $ 68 (прим. 2), 1-- а доб таким образом, 


— д.90 (45° 9). 
ны с03 459. 608 2” 


Для вычисления второй части надо, конечно, сначала найти 
вспомогательный угол ф (е помощью таблиц). 
2) Тем же самым способом получим 


9 Г 
РИ Е А 
603 45°, с05 5 


Е фе: 
8) Еще получим: а. = Е - == (45° - 5). 
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70. Выражения А-В и 4 — В преобразуются проще, чем 
в 8 69, если известно, что Аи В имеют яоложительное значение 


1) Имеем А+ В=А (1); так как положительно, 


то принимаем — == &°: тогда 
р А. [=] $? 


АВА а А 


2) Для разности А—Б, если АВ, возьмем А— В—= 


= |1 В и положим В ава 9; это воэможно, так как |: 
и А а_ ы ь ый 


положительно и менее единицы. Тогда 
А—В= А (1 ан 9) = . 08? $ 


Если 4 < В, то берем сначала А В = — а 4), после 
чего В — А преобразуем как раньше. 


+ 


М. О тригонометрических уравнениях. 


71. Общие замечания. Уравнение навывается яршонометриме- 
ским, если содержит неизвестное под знаком тригонометрической 
функции; таковы, напр., уравнения: 2 512х -|--3 608 2 -= О; зш 5х = 
= 4, № (&--2)=т в х(в первом ур-ии неизвестное слу- 
жит аргуиентом, во втором— входит в состав аргумента, в третьем-- 
то и другое). 

От тригонометр. уравнений следует отличать тригонометр. зио- 
эждества: так называются те равенства, которые справедливы при 
ввех значениях аргумента. Напр., в равенстве вт? 5 -№ 6052 —1 
первая часть вседа равна второй: оно есть тождество; а равен- 
стро 312 5 — 608" Х = | верно только для некоторых значений аргу- 
мента 1); оно есть уравнение. 

Решить тригонометр. уравнение значит определить те Углы, 
которые удовлетворяют ему, т.-е. делают обе его части равными 
(они называются корнями уравнения). Для решения надо сначала 
определить какую - нибудь функцию неизвестного угла (или аргу- 
мента с неизвестным); а по ней определим аргумент (обыкновенно 
с помощью таблиц). Но из 6 47 мы знаем, что данному значению 


*) Напр., при х ==45° первая часть ме равна второй. 


фупкции соответствует бесконечный ряд хглов; таким образом, три- 
гонометр. уравнение (если оно возможно) имеег бесконечное число 
корней; обыкновенно находят их общий вид, Пусть, напр., решая 
какое - нибудь тригонометр. ур-ие, мы получили {3х -==1. 
Этому значению тангенса соответствует аргумент такого состава: 
45° -|- 180°. п, где я — произвольное целое число (3 47, прим. 3); 
след., 3х =45° -|- 180°. и, откуда определяем х, деля обе части 
на 3; получим х==15° — 60°, и; это и будет общий вид корней 
данного уравнения. 

(Примером невозможного ур-пя может служить 5 5шх ==Т; 


, Я 
из него т 7==-, а это невозможно, так как абсолютная вели- 


чина синуса должна быть не более единицы.) 

Если для функции искомого угла получается выражение бук- 
венное (напр., 5 2= а.6), то оно и считается окончательным 
ответом. 

Что касается до самых приемов решения, то большею частью 
выгодно приводить уравнение к одной функции (преимущественно 
к 81 или с03) и к одному аргументу; тогда, приняв эту функцию за 
особое неизвестное, решаем уравнение как алгебраическое и от- 
брасываем те корни его, которые не могут служить эначением 
определяемой функции. Иногда бывает также выгодно приводить 
вопрос к обрашению в нуль произведения или дроби. 

Все сказанное поясним теперь на примерах. 


72. Примеры. Г. 2 31025 = 3 зщ =. Решение, Приведя ур-ие к виду 
зшя(2 т 5—3) ==0, получим: 1) в д-=0; 2) 2 зшз—3==0; 
откуда 90 я=— >. Второе значение зш х невозможно (так как 
п; евышает единицу), а первому значению соответствует х = 1805. 
(или х==т”). 

П. 2502 #--3038& =0. Решение. Заменяя $1?х через 
1— 032, получим  2(1 — ©0822) —. 608 2 = ы и затем 


З 
605 < — 5 6031—1==0, откуда с085== Е 1 =2и 
Е* Первое значение для с08х невозможно, а взяв 6085 — 5 


2 
получим д== 360°, п |. 120° ( или х=218-- з ). 
Ш. св (270°—=)=3 св. Решение. Заменяя с (270° -- #) 


будем иметь {2 == мае" : 


1 
и с х соответственно через 5 хи ЧЕ =’ 


== В 


откуда х==-- И 3. Оба полученные значеняя для 4х пригодные 
если Ш, = УЗ, 10 2, = 60° -|- 1805. и; если шах, =— УЗ, то 
х,-=-— 60° -|- 180°. *. Таким образом вообще: д = 180°. в-- 60° 
(о &==1пи—- 3). 
3 
ТУ. ю @- <) = т 6х, где а ит предполагаются известными. 
Решение. Разложив ®(%--х), находим последовательно: 
ах _ 
1— Ша. №7 
тара. 611 — (т—1). ва ва—0, 


= 1; ва-- 1 ств с — пра. а; 


= 1 Ит —1): —4т га 
я 2т а 
\. за х— 00$ х== Ут Решение. Здесь выгодно заменить пер- 
вую часть произведением (ср. в $ 65 прим. 4): 
за — вт (90° — 2) =; 2008 459 .зи(х — 45°) = у: р 
У? зщ (2 — 45°) = й шт (#— 45°) == 


Отеюда = — 45° ==30°-|- 360°.п и 150? -|-360°. и, а следов., х == 
—15°-|- 3605. ж и 195° -|- 3605°.п (или х= 5 п-- 2” и вп--2 я). 
УТ. 31125 —2зщх. с035==3 6082. Решение. Разделив обе части 
на 05? 2, получим: 1? х — 2% #-3, откуда в х=—1 
и 3; соответственно этим значениям 19х найдем: 2, ==135°° 
-- 1805.» (или 2, == —.45° -|- 180°.т) из, ==71033'54' |- 1805; 
9 


УП, зпбя—5т 4х. Рещение. зт 5х—ш 4л==0; 23 56085. =0; 


далее: 1} зш 5=0, откуда 5 — 180.п и, след., х — 360, ж. 
2) соз — —0. Откуда = 90° -|- 1809 и, след., ===20°-1- 409.и. 
Итак х=3605.»; 20°-|- 405... 


У]. в.з305=. с081 5. Решение, а. Эт 5 сс 5 Ни: 


==ф. - 50085 а Эт 5—5. 98 0; отсюда: 1) 085 = 0; 


2 0, откуда & 5= Ра, 


3) 24. 5ш^—. 603 
) 81 5 6035 5а 


1) Ср. прием в примере \1. 


[Х. 1852 —=182х. Решение. Праведя ур-не к виду #6 55—1ю2х-=0 
я применяя 5 67, получим о 0; это дает зт3х ==0. 
откуда Зх = 180°.п и, следов,, х == 60°. п 

Х. а. «--6Ь. сов х-=е. Решение. 1-й способ. Так как 
Зшх и 035 выражаются ‘друг через друга ирриционально, 
то, сначала уединив а. зтх (или 66054), возводим обе части 
в квадрат и тогда заменяем уже эт? х (или с03?<). — Но в 
пайденнных значениях для х будут также посторонние (см. 
$ 73, №№). 

8-й способ. а тем, что $тЯ и с05а выражаютел 


рационалоно через ты 5 ‚ а именно; 


26 -= _ 11—24 
а 21 
т Я = — и 60$ @а=— я 
ав 1125 


= 
Если сделать такую замену в нашем ур-ии, то получим ур-ие 


квадратное относительно 1 >? из которого и найдем 


ие уЕИа. 
ы -с 
Отсюда, между прочих, видно, что условие возможности задачи 
‚ есть: а? 62252. `` 
‚ 3-й способ. При сложных числах предыдущий способ затруд- 
нителен, и тогда решают данное уравнение посредством всиоло- 
зательною ушла, следующим образом: разделив обе части урав- 


а ; 
нения на би полагая == у, будем иметь: 8 фз 2--032=-- 


с 
умножая теперь обе части на с0з ©, получим с0$ (х-— 9) = 08$. 


а $ 
О. ЕН Ш в=2 п 5. 60$ 5 И 203 а — 605? т ей, делиы вторые 
части на с032 5 #12- ‚(что равпо 1), а затем чиелителя а знаменаталя 


делим на сз? . (Ср. зад. № 192). 


— 61 — 


73. Примеры этого параграфа будут касаться вопроса © потере кор- 
ней в ур-ин и о получении постеронних корней, при чем предполагается 
что общая теория этого вопроса уже известна учащемуся из алгебры. 

Г. Когда приравнивается нулю один из множителей произведения с 
целью обратить в нуль и самое произведение, то необходиыо следить, не 
обращается ли прн этом другой множитель в ®. Возьмем, напр., ур- ие 
эт. 122 т==0. Приравнивая нузю отдельные множители, получим 
1) зих—0, х—180°.п; 2) свах-=0, 2х=90° 180. ", и, сте, 
х = 45° |- 90°.н. — Сделаем теперь носерку. Г) Подставляя в данное ур-ие 
корень х = 180°.”, получим в первой части т (180. п). са (360°. п), 
что равио 0.х. Чтобы раскрыть эту неопредезенность, преобразуем 
произведение Зах. (1521; при всяком т имеем зшо. се 2х —= 
ео >. =, подставляя сюда 2-=150°. п, получим 

|= 
т == ть = г (—1) -". Таким образом корень х -=180°. и 
ме удовлетворлег данному ур-ню, так как обращает первую часть его 


=5 х. 


1 1 
не в нуль, ав > или— >. Подставяяем в данное ур-ие корень х=- 


= 45° |-90°.». Так как зшх никогда не обращается в х, то в произ- 
ведении получим нуль, и, след., испытуемый корень пригоден, ‘ 
Итак, после разбора, остается только х = 45° -1 90°. и. 
т 2х 00322 
тя  ©05х 
чиы 5125. 0052 ==60525. тя или 80. с03х — с032% , зтя=0; 
здесь в первой частн мы имеем разложенный синус разности: таким 
образом получим зша-=0, откуда х —=180°. и. Так как при зтх=—0 
общий знаменатель зт созх обращается в нуль, то полученный корень 
сомнительный. Подставив х—180?.п в данное ур-не, будем иметь 
&т (360°. и) _ с0з (360° . п) а 19: = © чае 
&т (80°. *) — 205 (1805. ®) о =(— раскрыть неопредо- 
зт 2х 
50 2 


‚ Решение, Освобождаясь от знаменателей, „полу- 


женность в первой части, заметим, что 


тождественно равпо 


2 3зта. 005 м 
т я 

2 соз (180°. т”) или 2. (—1)". Таким образом х=—180°.% не удовлетво- 

ряет данному уравнению. 

Вообще, если в уравнении есть знаменатели, то более надежный 
прием ротения будет следующий: переносим все члены в одну часть н 
соединяем все в одну дробь; эту дробь сокразщаем, если возмбжно, и за- 
тем определяем, какими способамн можно обратить ее в нуль. — Поступая 
так с данным ур-нем, мы заменили бы его постепенно следующими: 


или 2 03 2; схедов., истинное значение первой части есть 


51 25. 605х—60525 317 о Эт (2—2) 1 
Ао о =0 --=0 01-0 Но 
4. 605 х ЯП 1.08 в С05 2 


секанс никогда не может быть нулем, и потому данное ур-не оказывается 
невозможным. 

Ш. Если бы в примере 1 $ 72 мы разделили обе части на зп м, то 
потеряли бы корень эт &==0. 


ИО 


В примере \1Т 8 72 мы разделили обе части ур-ия на 03? 2; но 
03 2==0 не удовлетворяет данному ур-ию 1); следов, потери корней 
здесь не произошло. 

ГУ. эп 2-7 00$ х==5... (а). Решение, Взяв зш я==5-—7 0032... (5), 
возвышаем здесь обе части в квадрат; получим: 
8118 #—25— 170 с03х -- 49 03 х. Далее найдем: 50 с03? х— 70 со + 24 =0, 

7 12 7 Р.Я ва 

6038 Е 032 5—0; 603 #= т. = ИУю-==: = 10° 
- Таким образом: 1) с03 х,=0,8, откуда 2, =360. п 8655212”, 
2) с03 24 ==0,6, откуда 2 =360°. я = 5357'49".— Вспомним, что в нашем 
решении имеется возвышение обенх частей ур-ия в квадрат, а от этого 
могли получиться посторонние корни. Такие корни будут, как известно, 
принадлежать уравнению, которое отличается от возведенного в квадрат, 
только знаком одной части, т.-е. ур-ию зт х = — (6—7 603 2); следов.» 
у них будет не тот знак синуса, какой требуется. Определим поэтому, 
какой должен быфь знак синуса, чтобы угол удовлетворял данному ур-вю. 
Подстановка значений с03» в ур-ие (Ъ) дает: 1) зта, =5—7.08< 0; 
2) зт 22.=5-—7.0,6 > 0. Таким образом, в полученном У нас решении 
должны быть исключены углы: а, = 360°.п -|- 3655212", как имеющие по- 
ложительный синус, и х=360.л — 53°7'49”, как имеющие отрицатель- 
ный синус. | 

Итак, окончательное решение ур- ия \а) выразится формулами: 
2: =360°.п — 3655212” и х, == 360°, п -|- 58°7'49". 

Решая, для сравнения, данное уравнение еще переходом ва 85 
(см. $ 72, Х), мы получим: 

]и 5 =5; г — 26° 38'54" -|- 180°. п; х == 582748” -4- 360°. я. 


2) в т =— 3; > — —18526'6" -|- 180°. я; х == — 8652/12" -|- 60° я. 


) Подстановка дает: 1—2. (+1).0=3.0, 


О тригонометрических таблицах. 


УП. Понятие о составлении тригонометрических 
‚ таблиц. 


74. Покажем, как для всякого угла могут быть найдены 
приближенные значения его тригонометрических функций. 

Тригонометрические функции всякого угла приводятся, как 
мы знаем, к функциям положительного угла, не превышающего 
45° (8 38); все тригонометрические функции можно вычиелить по 
одной из них, напр., по синусу; из этого следует, что для нашей 
цели достаточно указать епособ, каким можно было бы вычислить 
синус каждого из углов, содержащихся между 0 и 45°, 

Один из способов основан на том, что при очень малом угле 
можно без значительной погрешности линию синуса заменить 
дуюй и, таким образом, воспользоваться зотовым значением п. 

Пуеть, напр., на черт. 34 / АОВ == 10'. По определению синуса 


вс 
должно быть т 10' = =-р* а указанный способ состоит в том, 


ВС “АВ 
что вместо —- мы берем вы Для вычисления этого отношения 


Е 
№ 218.10 кВ м п. 
мы имООмЕ У — 360.60 — 1086’ откуда — = 1080 подета- 


вляя сюда значение п, получим 


АВ 


'—- —;-==0;002 908 882.. 


Это число и послужит приближенным значением зт 10’ Так 


, `. 
как величина отношения есть так наз. оэвблеченное вы 


и 
ражение дуги ($3), то объясненный способ можно передать еще 


В 


так: спнус очень малого угла, нли очень малой дуги, мы заме- 
няем отвлеченным выражением самой дуги. 

По этому способу мы начнем вычисление с достаточно малой 
доли данного угла и будем увеличивать угол постепенно, при- 
меняя формулы, относящиеся к двойному углу и к сумме углов. 

В $75 —77 будут доказаны три теоремы: из них вторая 
оправдывает замену очень малого синуса дугой (выраженной отвле- 
ченно), а третья позволяет судить о пофешноети при такой 
замене. 
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75. Теорема. Дуза меньшая зп более своею синуса и менее своею 


ташенса. . 
Пусть имеем: 0 «а зт, где а есть отвлеченное выражение 
дуги; требуется доказать, что зта<ха< ва. 


р Доказ. По черт. 34, прове- 
дя вспомогательную хорду АВ, 
имеем: 


пл. /\ ОВА < пл. сект. ОАВ« 
«пл. А ОБА, или, взяв выраже- 
ния этих площадей, — 


10д. ВСЕ дл. дав 
И - 5 


< 04 . АР. 


Черт. 34. 


Отсюда: ВС < САВ< АГ, а деля каждую часть на Е: 


С 
ат =. т.-е. зла«а< ва. 


76. Теорема. Если дум стремится к нулю, то отношение 
синуса к дфуе имеет пределом единицу. 


. зта 
Нам надо доказать, что Нт —— = 1, где а есть отвлеченное 
а—0 
выражение дуги. 
Доказ. По 8 15 имеем: зта<а< ва... (1). Разделив $ш а 


та 
на каждую часть этого неразенства, получим 1 > 8 ...(2). 


Если дуга а стремится к 0, то с0за стремится к 1; таким обра- 
зом, В нерав. (2) третья и первая части неограниченно сближаются 


6 = 
по взличиие, а след., поограниченно ебляжается р вторзя часть 


зта 
с первой, т.-е. предел отношения а есть 1. 


77. Теорзма. Даля дугу меньшей т разность между душой и си- 
нусом менее четверти куба дут. 
р : : 
Пусть будет а отвлеченное выражение дуги, при Чем 0 <а<;п; 
. а3 
требуется доказать, что а —зта<« в" 
а а ры а 
Доказ. Начнем с нерав. 5<®5 применяя 8 75 к дуге 5. 


а 


Умножив обе части на 2 с03? 5 Получим: 


4.097 5 < 215 . сс 5, 


: Я Ра а 

или, преобразуя, “(!— 82 2} а: аетеюда: а — м а<а-в? 5- 
_а 

Заменяя теперь т 5 болышей величиной 5 ($ 75), будем иметь 


: (> 
окончательно: @—зта« р? 


78. Пример. В $ 74 для угла а=—10 было найдено: а= 
—0,002 908882 ...На основании 8 77 (заменяя 51 а через эт а) 1) 


будем иметь а — т <“. В нашем примере величина @ почти 
достигает 0,003; для простоты мы заменим @ через 0,008 (>> а) 
и возьмем (0,003)8 се 9-ю десятичными знаками (как и а) 
с избытком, от чего неравенстро не нарушится; получим 

0,002 908 882... — эт 10' < 0,000 000007, откуда 

зт 10'>> 0,002 908875...; но, кроме того, (вт а < а) 

эт 10'< 0.002908 882... — 


. Совпадающие здесь цифры должны прианадложать и синусу, 
. так что 
$) Эти два, синуса ожбеетченны, те. озответствуюх одной и той же 


лини синуса. 


Учебьни пртмолян. тригочом. А) 
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5 10’ ==0,002 9088.::; с 7 верными десятичными знаками или 
эт 10’—0,002 90891) с точностью до половины одной десятн= 
миллионной. 


79. Применяя способ, указанный выше (с некоторыми упро- 
щениями), можно составить так называемые таблицы натураль- 
ных трионометрических величин; а взяв лоюрифмы найден- 
ных чисел, получим те логарифмические таблицы, которыми 
обыкновенно пользуютел в тригонометрических вычислениях (8 22). 

Замечание. В предыдущем доказана только возможность соста- 
вления тригонометрических таблиц. Что же касается того, как 
ови были составлены на самом деле в первый раз, то заметим 
лишь, что примененные тогда приемы были весьма сложны, 

В настоящее же время, — если бы понадобилось составить 
новые таблицы, — всего удобнее пользоваться теми формулами, 
которые дает высшая математика. 


УП. Употребление таблиц логарифмов. 


80. Возьмем, для примера, пятизначные таблицы логарифмов 
Е. Пржевальского, как одни из более распространенных и удобных. 

В них на стран. 62—151 содержатся логарифмы для синуса, 
косинуса, тапгенса и котангенса 2) острых углов, при чем углы 
идут через {’, а логарифмы даны с пятью десятачными знаками 
(след., с точностью до + одной стотысячной). 


Отрицательные логарифмы 3) напечатаны с опущением — 10 
на конце. 


81. Числа градусов менее 45° напечатаны сверху страницы, 
а к ним относятея верхние названия функций и числа минут с 
левого края страницы; логарифм берется на линии числа минут, 
109 данным названием функции. 


+) Восьмой десятичный знак не менее 7 п не более 8. 

3) Логарифны секанса, и косеканса, обыкновеннс не помещаются в табли- 
цах, потому что при вычислении редко пользуются этими функциями, - 
а их догарифмы легко находятся по соответственным логарифмам ко- 


1 1 
синуса и синуса: действительно, так как $6 а= —— И 636 а== 
инуса уса: действительно, Е 3 т 


то ]е зса=— № ©05а и 1 56 а—= — © та. 
3) Таковы 16 зщаи 15 с05а дя вссх а, 15 ба дляа < 45° и р (ев 
лляа > 45°, 


ЕВ 


82. Числа градусов более 45° напечатаны снизу страницы, и в 
пим относятея нижние названия функций и числа минут с правого 
края страницы; логарифм берется на линии числа минут, над 
данным названием функции. 


83. Таким образом, на каждой странице имеются два чиела, 
градусов, в каждой графе логарифмов два названия функций и 
в каждой строке, на концах ее, два числа минут; это объяеняется 
сзойством дополнительных углов: так, 19 зт 65° 17 служит также 
логарифмом косинуса дополнительного угла, т.-е. 10 03 24° 43’, ит. п. 


84. Когда ищется логарифм для угла, содержащего секунды, 
или когда ищется угол по такому логарифму, какого нет в табли- 
Цах, то делается поправка к табличному логарифму или к таблач- 
ному углу. Она вычисляется обыкновенно по тройному правилу, 
так как неболииие изменения угла и соответствующие им изме- 
нения логарифма приблизительно пропорциональны. 


А 


После этих общих указаний перейдем к подробностям. 


85. По данному углу (острому) требуетсв найти логарифи его 
тригонометрической функции. 


_ Пример 1. Найти 1646 27043’. — Согласно 8 81, ищем (ва 
стр. 117 таблиц) логарифм | 
так,‘ как показано на при- 21° 
лагаемом чертеже. Зная, |' | Г | 
что искомый логарифм отри- И рт = 
цателен, добавляем — 10 и : 
таким образом, будем иметь |43 9.72048 


окончательно 1 15 27° 43’—= 
==9,12048 — 10. „' 

- Пример 2. Найти 1616 52°37Т. — Этот случай отноептея 
к $82; подробности указы- ; 
вает прилагаемый чертеж 
(из стр. 136). Таким обра- 


зом 1 {5 520 37’ —=0,11685. г я 
(Здесь не надо  доба- 1 | ` га 
влять —10, так как иско- Ге | |' 


мый логарифм положите- 52 
лен.) 


— 63 — 


Пример 3. Найти 1< эт 34° 16'48". — Сначала отбрасываем 
секунды и находим (стр. 1359) 15 эт 342 16'==9,15954 — 10. Далее 
рассуждаем так: если к углу при- 

| 315 бавить несколько секунд, то его си- 
'| эш |[а| нус увеличится, а след., увеличится п 
РГ логарифм синуса; таким образом, к 


: | табличному логарифму придется сде- 
а в 19 лать поправку, при чем ее надо будет 
прибавить. Чтобы найти величину по- 

| правки, смотрим сначала, какая по- 
правка приходится на всю минуту: 

она показана в полосе 4 (@Шотепфа, разность) между логариф- 
мами, соответствующими 16’ и 17’, и составляет 19 стотысяч- 
ных (510 число называется зпабличной разностью); принимая, 
как сказано в 8 84, что поправка пропорциональна числу 


19 
секунд, найдем, что на 1” приходится -—_ стотысячпых, а на 43 


60 
19 _ 817 
приходится стотысячных сс. 43 == 55. =—=14 (в целых стотысяч> 
ных). Прибавляя эту поправку к 15 зт 34° 16’, найдем 
18 511 34° 16' 48" ==9,75068 — 10, 

Для нахождения поправки мояито пользоваться тавкзке таблич- 
ками, помещенными сбоку казкдой страницы, начиная с содержа- 
щей 3°. В этих табличках слева указаны числа секундот 1” до 9"; 
справа верхнее крупное чнело есть табличная разность; под ним 
против каждого числа секунд дана соответствующая поправка 
(рассчитанная как только что показано). 

В нашем случае берем табличку для разности 19 и на- 
ходим поправку на 43” в два приема; сперва на 40”, 
что в 10 раз более, чем на 4", а потом на 3": на 40” при- 
ходитея стотысячных 1,27.10 =12, и на 3" приходитея 0;95; 
всего 13,65 или, в целых, 14 стотысячных (как и по другому 
способу). 


Объяспенные вычисления можно расположить так; 


10 51 84°16'......9,15054 —10 19 43—87 —14 
43"..... 414 60° 7 60 19 


10 $ 340 16' 43" ==9,15068 —10 или 3"| 0,95 


= 69 == 


и 


Пример 4. Найти 15 ча 4896’ 25”. —Раесуждения те же, 
что и в предыдущем при- ....187 | 
мере; подробности нахожде- 
ния видны из прилагаемого 
чертежа (стр. 145) и плана | 
вычиелений. УричиЕт-то | 


ь =) 
со 
< 
= 
1 
< 
= 
ь 
сч 


зщ |@| - 
48° 
16 зщ 48° 6'....9,87175—16 — 1.2555 
т 15 со 12 
: —- в 20" | 4,0 
1 5ш 4895'25'—9,87180 —10 или 5" | 1.0 
50 


Принер 5. Найти 1е соз 29° 45' 23”. — На стр. 121 `берем 

1с с08 29° 45'; если угол уве- 

29° личить, То его косинус умень- 

| | сз [а| шится, а елед., уменьшится и 
И логарифм косинуса; поэтому 

поправку придется здесь вы- 
честь (это видно и по табли- 
це); подробности вычисления те 
же, что и раньше, Получаетел: 


1 с0$ 29° 45'....9,93862 —10 7 — 191 
23"... 7 60° 7° = 60° 


7 
1< с05 29° 45'23”= 9,98859 — 10 20" | 2,3 


Примеры би 7.— Пребварительное замечание о поправках к 
_лоарифмам татенса и котатенса. С увеличением угла тангенс 
увеличивается, а котангене уменьшается; поэтому, присоединяя 
к табличному углу секунды, надо будет н случае тангенса логариф- 
мическую поправку прибавить, а в случае котангенса вычесть 
(это можно видеть и по самим таблицам). Табличная разность по- 
Мещлется в полосе с надписью 4. с., т-е. @егепиа сошиит— 
общая разность. Объяеним это название. По 8 14, для всякого 
угла справедливо равенство 195 . сва==1, а след., 15 ва-|- 
-|-1<64са==0; таким образом сумма этих логарифмов не ме- 
няется с переменой а, а потому, на сколько один логарифы уве- 
личивается, на столько зже другой уменьшается. — Что же ка- 
састся самой величины попразки, то опа вычиеляезся тах 


— 4 — 


же, как и в предыдущих случаях. Лля орихера певдем 


35 с 31° 40' 45"; 


13 ©43 37° 40'’.... 0,1121 7. 8..20 
2” ` ГР ие 7 
45° ....— 20 40" 180 
5 37° 40' 45" —0,11221 вла 50| 225 
Еще пример: |085 
10 {4 64° 27’.... 0,32053 И 
Е 25 * = о9 
50".... 27 32 
155 64° 2750” == 0,32080 пли 50’ | 267 


86. По данкому логарифиу трягонометрической фузкции требуется 
пайти угол (острый). 

Прежде всего представлястсл вопрос: в какой графе искать 
данный логарифм? — Для этого надо заметить следующее. Лога- 
рифмы синуса и косинуса помещаются в 1-й и 4-й графе; в 
первой те, которые менее, чем 9,84949 — 101), а в четвертой те, 
которые более этого числа. Логарифмы тангенса в котангенеа, 
раепределяютея так: отрицательные во 2-й графе, а положи- 
тольные_в 8-Й графе. 

Что же касается остальных особенностей приискания, 
они основаны на том зке самом, как и в первом главном вопро- 
се ($ 85). 

Перейдем к примерам, 


Пример 1. Дано 16 зш а==8,90260 —10; найти а. — Началс 
данного логарифма менее, чем 9,85; поэтому ищем его в порвов 
графе (он имеется на стр. 71). Название 81 в этой графе на- 
верху; поэтому градусы берем сверху, а минуты с левой сторо“ 
пы (на линии логарифма); получается а == 4° 35". 


Пример 2. Дано 12 зт а==9,39213 — 10, — Начало логариф- 
мо более, чем 9,85; поэтому смотрим его в 4-й графе (он есть 
на стр. 139). Название эт в ней внизу; поэтому берем градусы 
енизу, а минуты справа (па линии логарифма); получится 
&— 519 16. 


*) См. на стр. 151 пижпие зогарифмы в 1-Й и 4-й графе; согращенно 
ножио помпить 9,85. 


= 


Пример 3. Дано о с я==0,15800.—Лак как этот лога- 
рифм положительный, то ищем его в 3-й графе (стр. 131); 
название с4т в ней наверху; поэтому градусы берем сверху, а 
минуты слева; получаем а == 34° 49’, 


Пример 4. Дано 15104 —=9,93581 — 10. — Для тангенса от- 
рицательные логарифмы помещаются во 2-й графе, где мы и на* 
ходим данный логарифм на стр, 143. Так как данное названис 
функции мы видим сверху данного логарифма, то берем граду- 
сы сверху, а минуты слева, получаем а == 40° 47', 


Пример 5. Дано 15 зт а==9,52232 — 10, — Этот логарифы 
надо искать в первой графе, но там такого нет; ближайший 
меньший (стр. 100) есть 9,52207 — 10, и ему соответствует угол 
19526'. Данный логарифм более взятого табличного на 25 ето- 
тысячных; поэтому к табличному углу придется прибавить не- 
сколько секунд (прибавить потому, что с увеличением синуса 
угол увеличивается). Чтобы вычислить поправку смотрим раз- 
ность между ближайшим меньшим логарифмом и ближайшим 
ббльшим (9,52242); она равна 35 стотысячным. Теперь рассу- 
`ждаем так; на 35 стотысячных приходится целая минута или 60”, 


и” 


на 1 стотысячную придется 55) а на 25 стотысячных придет- 


” 


35 
_ мый угол есть а==19°26' -- 43" ==19° 26’ 43". 
Поправку можно найти © помощью таблички для разностп 
85 (стр. 101). — Числа, стоящие под 35, все меньше 25; буден 
увеличивать их в 10 раз: тогда ближайшее меньшее будет 28,3, 
`°а ему соответствует 40°”; до 28 остается еще 1,7; это число вес. 
‘то ближе к 1,75, которому соответствует 3”. Итак, поправка 
будет 40” 3" =43". 
Вычисление можно расположить так: 


_ ся 


. 25 или 43” (в целых секундах). Таким образом иско- 


9,52232 6005800 дз 
207.....19226' > а 
25....... - 43" пли 40’ | 233 
а == 19° 26' 43" "г я 


Пример 6. Дано 10 с0з а-— 9,91931 — 10. — Настр. 129 (в 4-й 
графе} находим ближайший меньший логарифу == 9.91925 ко- 


— 12 — 


торому соответствует угол 33° 52'. Ближайший больший (9,91984)) 
более взятого меньшого на 9 стотысячных, так что на 1 ето- 
з 


” 


тысячную праходитея поправка в ——; а данный логарифм бо- 


9 
лее-меньшого табличного па 6 стотысячных, чему соответетву- 


У 


ет поправка в 


. 6—40". Поправку надо вычесть, так как 


с увеличением косинуса угол уменыпается. Итак, 
&—=33952' — 40” — 33°51' 20". 
Пользуясь для определения поправки маленькой таблицей, 
видим, что числу 0,6 соответствует 4”, а след., числу 6 будет 
соответствовать 40". 


Бычиеление: 9,91931 


60 
‚ 925....389 597 9 *6=40 
5....... —40” ы „9 
а==38°51' 20" ог Ч 


Пример 7. Дано ше а— 8,95696 —10.— На стр. 72 (в гра- 
фе 2-й) находим ближайший меньший логарифм == 8,95627, ко- 
торому соответствует 5510’. Данный логарифм более взятого 
на 69 стотысячных, а табличная разность == 140; следов., поправ- 


т 


ка будет равна . 69 =30”: ее ‘надо прибавить, так как с 


140 
увеличением тантгенса угол увеличивается. Такам образом 
а—5° 10' 30". 

Вычислим поправку еще по табличке поправок. — Увеличи- 
вая правые числа в 10 раз, нахоцим ближайшее меньшее 46,7, 
чему соответствует 20”; до 69 остается 22,3; это более, чем 21,00, 
которому соответствует 9”, и менее, чем 23,3, которому соответ- 
‚ствует 10"; но 23,3 ближе к 22,3; поэтому берем 10”, и поправ- - 
на будет 20" -|- 10" == 30". 


Вычисление: 8,95696 


. 5010 60 2 
зо" АИ 
= 59.0" 30" 140 
69 
за 90” т 


10*]} '223 


2.8; 0 = 


Пример 8. Дано 10 сы 2 = 1.01085. — Вычисление таково: 


1,07085 
6984.....4252 5 нь 
Е. 5... —0" 15 * 101 = 5 =40 
р 150 
101 
1 40" 100.0 
ил , 
ы 0” 10° 


7. Случай очень большой табличной разности. Находя поправку Е та- 
бличному хогарифму или табличному углу, мы принимали, что изменения 
‘угла и изменения погарифма пропорциональны; но на самом деле это 
справедлино только приблизительно: если бы это было верно вполне, то ` 
для одной и той же функции все табличные разности были бы равны 
между собой, чего, однако, нет, хотя вообще они меняются и очень ме- ” 
дленно. Но—на первых страницах таблицы — для синуса, тангенса и ко- 
тангеса очень малых углов (а, след, для косинуса, котангенсь и тантенса 
углов близких к 90°) логарифыические разности изменяются очень быстро, 
& потому в этнх случаях предыдущий с10с0б для вычисления поправки 
ненадежен. Приводим пример. 

По обычному способу найдем: 10 зш 22’ 48” — 1,80615 —10-- 


--0,01930Х В=1215 — 10, между тем как в более полных таблицах 


показано 12 зш 22’ 48" —7,82166 —10; таким образом обычный способ 
вычисления поправки здесь оказывается грубым (разница достигаст 7 сто- 
тысячных). 

По указаниой причине, в случае очень большой табличной разности 
(наприм., для синуса и тангенса углов менее 2°) прилагают другой нрием, 
а& именно, принимают, это синусы и эпангенеы очень малых углов пропор- 
ииональны самим углам (& остальные случаи сводят на это же), 

Покажем этот прием на примерах. 

„Пример 1. Мы находили 1 т 2248". Применим новый способ. 

Зт 22’ 48” _22' 45" 50 22' 45” 228. А Я 
Будем иметь оу =— 9 или — 55 ==0о 3 ОТСЮДА 10 51 22 48” = 
р 1о $122’ -|- (822,8 — 16 22) = 1.80615 — 10 - (135793 — 1,31242 = 
—7,82166 —10, что согласно с более полными таблицами. | 

Пример 2. Найти 15 45 88°56'20".—По обычному способу получается1,13232, 
в должно быть (по полным таблицам) 1,73231. Примевии теперь новый способ, 


в и 1 2153740" 
Имеем: 1) 45589 5620” = 812340” езущи: 2 5 


т 
с ит Г 7 не 
== и ИЛИ а. = « Произведя вычисление ‚ ь получим: 


а) 140 1°3' 40” == 8,26312`— 10 -- (2,28103 — 2,27646) —= 8,26769 — 10; 
6) 1006 123'40" =0 — №8193 40" = 113231, что и должно быть (по 
полным таблицам). 

Пример 3. Дано 1с ст а — 2,20443; требуется найти а. — По обычному 
способу получим а = 21'29”. — Променим новый с0ссоб, 


Берем Ю ва-— Е! — с -= 7,1955? — 1Оуближайший мельший 

гогарифмы в таблице есть 7,15595, и ему соответствует угол 21"; ©9-. 

та : 

ставим пропорцию: —т == Е ; полагая теперь а=х”, получим 
х 42а —. 

1260 = ОР откуда 1 х = 1 1260 -|- (96а — 15821) = 3,10999. Найдя 


целое число, наиболее подходящее к этому логарифму, будем иметь 
21288. Итак, а —=1283° =21'28”. Тот же самый угол получается и по 
более полным хаблицам. 


88. Степень точности при определении угла по пятизначным та- 
блицам. Для того, чтобы два логарифма какой-нибудь тригонометри- 
ческой функции различались между собой на 0,00001, надо, чтобы 


60” 
соответствующие им углы отличалиеь один от другого на —^ › 


тде Я означает величину табличной разности (в стотысячных до“ 


лях); если зке разность двух углов будет меньше --—, То ©0- 


ответствующие логарифмы будут различаться менее, чем на 
0,00001, и след., при ограничении пятью десятичными знаками, 
они окажутся равными, Отсюда следует, что ошибка в определении, 


угла по логарифму может доходить до = й 


В случае синуса, ранее 12° имеем 4>> 60, а след., величина» 
и 


р 60 в |] га г 
—5— менее 1”; затем она начинает возрастать, при 85° достигает г, 


а при углах, близких к 90°, один и тот же логарифы соответствует 
уже нескольким углам, так что здесь колебание в угле может 
достигать нескольких минут, Таким образом по синусу, а следов. 
и по косинусу, углы определяются с малой точностью; особенно. 
же неточно определяются: по синусу — углы, близкие к прямому, 
а, следов., по косинусу — углы, близкие к нулю. 

Логаряфмы тангенса и котангенса дают; большую. степень точ-. 
ности, потому что с изменением угла тангенс и котангене изме- 
няются гораздо быстрее, чем синус и косинус, так что табличная 
разность их логарифмов (общая) всегда более соответствующей 
разности для синуса или косинуса?). В случае тангенса и котан- 
генса всего хуже определяются углы близкие к 45°, но и там 


возможная ошибка остается менее —5;—, Т.-е, менее 2", 4. 


` 


. ) Она равна их сумме, что следуст из равзпэтва 16 (© 2== зи я—410 с03а, 
в куором, с увеличением а, 10 9пт а увеличивается, & ]3 с05 «а-умепыпается. 


С решении треугольников. 


[Х. Прямоугольные треугольники, 


89. Соотношения между элементами прямоугольного треугольника. 
Необходимые нам триюнометрические соотношения были вы- 
ведены в 5$ 20 и.21; присоединим еще зеометрические соотно- 
шения А-|- В=90° и а?-|- 6*—* (которыми мы уже пользова- 
лись в 58$ 12, 20 и 21). 

Нам понадобится также выражение площади по катетам: 


а 
8=>. 


- 90. Между элементами всягого треугольника существуют только три 
независимых соотношения. — 3 состав треугольника входят три стороны 
и три угла; но из этих шести элементов достаточно иметь три [исключая 
случай трех углов *)], чтобы можно было построить тр-к и, тем самым, 
получить остальные мри элемента. Отсюда следует, что м при вычислении 
в тр-ке можно определить ри элемента по данным остальным; а для 
этого число различных уравнений между элементами тр-ка должно быть 
равно также трем. Если уравнений получено более трех, то невоторыс 
из них будут следствием уже других. 

В прямоугольиом тр-ке основными соотношениями считаются обыкно- 
венно следующие: 
А-- В=90°; а=с.5т А; 6 =с.003 А. 


Остальные можно вывести из них *). 


91. Решение прямоугольных треугольнинов. Этого вопроса мы уже 
касались в 8 22, но приведенные там примеры имели только 


+) Так как сумма мх должна быть равна 180°, то третий угол вполне 
определяется двумя другими; а потому, мезавиенмых данных здесь 
только два. 

2) Между прочим, получается: и? -|- 62 == с? (312 4 -| с052 4) = с2. Но это 
де есть боказеянельство теоремы Пифагора, так каш рав. зт?А -|- с038 —1 
само основано на этой теореме (5 12). 


поленительную поль, а вычиеления были сделаны лишь е грубым' 
приближением: теперь разберем тот же вопрое подробнее и по- 
кажем, как можно выполнить решение более точно — с помощью 
логарифмов. 

Предварительно заметим, что если данными мы будем ‘делать 
только стороны и углы, то решение прямоугольного треугольника 
представит четыре случая. 

Относительно вычисления следует иметь в виду, что для него 
избирается обыкновенно тот путь, какой выгоднее со стороны 
краткости и точноети, хотя бы в применяемых формулах иско- 
мые величины и не были выражены непосредственно по данным 


92. 1-й случай. Даны зипотенуза и острый уюз (си 4). 
Решение. 1. Выражение искомых величин © похощью данных. 


В=90°— 4 1 И 

—90°— ;@==6. 5 А; Б==с.608 А; В==->-==-2- ЗА .605А == 
62 

= у .5124. 


П. Часловой причер: с=457; А==32°40’ 15". 
Вычисление В=90° — А—571519' 45". 


а—=6.зт А р—е.вт Вт) 

16 ==2,65992 1ве=—2,65992 
-НезвА— 9.73224 —10 | НиыпВ—9,92520 — 10 
— 14—=2,39216 166—258512 _ 

а—=246,69 [ $=—384.7 


160,5 =9,69897 —10 
8—=05.% — -Р 1ва=2,39216 
165=—2,58512 
—168=867625 — 
8=47451 (кв. ед). 


93. 2-й случай. Даны катет и острый ул (а в А). 
Решение. 1. Вяражение искомых величин с помощью дан- 


а 
: =—90° — 4: е=  б— = * 
ных: В==90 ЕС д; 5—=ав.сю А или $ г: 
2 
80 . 5 4. 


1) Поступаем элах для однообразия; точность вычисления ст этого но 
пострадает. 


И. Числовой пример: а==9,82; А ==63°21' 45". 
Вычисление: В==90° — А ==26° 38' 15". 


— 2. @ 5 @ 
‘—ъш А —%А 
1ва=0,99211 1ва=0,99211 
1 зш А=9,95127 — 0 —` вы А-==0,29966 
166—1,04084_ 2—0,69545 
с—10,986 Ь—4,9955 


Площадь вычислим так же, как в 8 92, т.-е. по формуле 
18—16 0,5--16а-- 186; получим $ ==24,184 (кв. ед). 


94. 3-й случай. Даны зипотенуза и катет (с ца). 
Решение. Г. Выражение искомых величин © помощью данных: 


т А= =) - сов В=- <; 6 с*--4?; 9= 5ИЯ Бит 2 
И. Числовой пример: с==58,5; а== 41,54. 


Вычисление. Первый способ. 


ША =. Вс. 51 В 
1 а—=1,67106 . 96 =1,16716 
— 1е=1,16716 -- 1ю зщ В=9,76548 —10 
161 А==9,90990 —10 126=—1,53264 — 
А 54° 21' 20" _ 6=34,091 


В=90° — А==359 38 40" 


ь 
Площадь вычисляется так же, как в$ 92; получим 5 ==810,34 
‘квадрат. ед.). ‚ 
Второй способ. По предыдущему р В — Ис — а? = 


= Ие-. -- а) («— — а); далее возьмем формулу ве == = 1 — со В Ре 
1-Е сз В 
в 5 са 
подставим с08 В==—: получим & 5 Ва ; с помощью чего 
С 2 6 те а 
найдем угол В. Угол А и площадь вычислим по формулам: 
А =90°— Ви 5=0,5.46._ 


*) Выразить самый игол непосредственно по данным мы не можем. 


р 


= 8 — 


Произведем вычисление по этому способу, 
с = 58,5 в — а-= 10,96 
_ @==471,54 с |- а==106,04 
15 (е —а) =1,08981 
5 (е - а) =2,02547 
2185-3,06528; 106-=1,53264; в-= 34,091 


ев 89031 — 10; №5 —9,50717—10 
2=1154920; В—35238' 40” 


А —54°21'20'. 


В —- 
Замечание. Формулой 2 >= у: 2 необтодимо пользоваться, есди 


а очень близко к се (напр., а = 1203, с = 1204), так как тогда по формуде 


а 
= = п А = с03 В угол определится недостаточно точно ($ 88). 


95. 4-й случай. Даны оба катета (а и В). 
Решение. 1. Выражение искомых величин с помощью данных: 


ь ЕТ й 
вА=У: 88——; . с=И@- в; 5=0: 
П. Числовой пример; а== 23214; 6==38947. 
Вычисление, 
ы Е 
о. = т 
15а—=4,36575 1 а=4,36575 
185 ==4,59048 — 1681 А =9,70926 —10 
6 А=9,77527 —10 16 е= 4,65649 ре. 
А =30°47' 47” с==453 4 


В=59°19' 13" 
Для площади получим: б==ь- 5-е 38947.11607=— 452057829 


(вв. ед.). 


Замечание. Иногда для вычислеШя с удобна также и формула 
‘с = Уа*--8. Пусть, напр. а=400 и 6-==503; тогда легко найти непо- 
ередственно: а7-=160000, $2 = 253009. и следов., с = И 13003. Применяя 
теперь логарифмы, получим: юе—=2,80798; < — 642,66, 


т 


96. 9 контрольном вычислении. Для исязимания пра: 1540 аи 
сделанных вычислений можно произвести нэвое вычисление (идя 
от данных величин к искомым или от найденных к данным} п 
сравнить его результат с полученным ранее или с данной вели- 
чиной.-—Напр., в $ 94 поверкой служит другой путь для опро- 
деления тех же самых величин (что рекомендуется и в других 
блучаях). В $ 95 можно, для контроля, найти Ь по формуле 
р—с.зш В, ав 5$ 92 и 93 контролем может служить вычисление 
а порав. а=У © 8) — 0, ит. и. 

(Вследствие приближенности вычисления здесь не всегда 
получается полное совпадение: так, в $ 92 указанный контроль 
дает 1а==2,39215, а в самом решении 1а=2,39216.) 


Х. Косоугольные треугольники. 


Соотношения между элементами косоугольного 
треугольника. 


97. Начнем с геометрического соотношения между углама 


треугольника: 
ди В-- С ==180°, 


заметим некоторые еледетвия из него. 

а) Так как сумма значений 4 и В-|- О равна 180°, то синуеы 
их равны, а косинусы различаются знаками (см. черт. 23); поэтому: 
зш(В -- 9) == А; со8(В-- С) == — 608 4: 608 А==—с08(В-[- С). 
‘Гочно так же: # (В-- 0) =—\% А; ит. д. 


в--( 


А 
6) Так как сумма значений 5 и 5 Равна 905, то сходные 


функции их соответственно равны ($ 17); напр., 


и ив с03 т . 
М зе. Вы ит фт 


зт 


в) Полезно запомнить еще следующие соотношения между углами 
треугольника (см. задачи №№ 289, 291, 293): 


1) в А- эт В-- 1 С==4 оз 038. 600; 


2) бАЕЕВТЕСЕ=ЕА. В. С; 


А В С А в 
Зуи рев ов ъ = 5. %Ъ. 


р р" | 


— Ви — 


. 98. Лемла. Во всяком треуюльнике сторона равна диаметру 
отиванною круа, умноженному на синус противолежащею урла. 
Означая радиус описанного круга через Ё, докажем, напр., 
чт0 а=2В.5 А, где угол А есть острый или тупой. 
Доказ. 1) Угол А острый.—В ошисанном круге из конца 
данной стороны проведем диаметр и соединим другие их концы: 


Черт. 35. Черт. 36. 


получим прямоугольный тр-к. На черт. 35 таким тр-ком будет 
ВОС; из него, на основании $ 21. находим: ВС = ВО .зт Ш, или 
—=28.зт О; но /Б=/ Ат; следовательно, а=2В.вт 4, 
2) Угол А тупой.—Сделаем такое же вспомогательное постро- 
ение, как раньше. Из прямоуг. тр-ка ВСЕ (черт. 36) найдем: 
а=28,вт Е; но Е-|- А-=180°, след., зп Е=зш А 2); поэтому 
а=—=2А.зщ А. 
Итак, вообще: а=20.2т 4; 6=—2А.:щ В; с=28.зт 0. 


89. Теорема Во всяком треуюльнике стороны пропорциональны 
синусам противолежащих узлов, 


Требуется доказать, что № 
р ь ША зшВ %0 


Доказ. По 5 98, для веякого треугольника, —как остроугольного, 
так и тупоугольного,—имеем: 


а=2В.314; 6=20.5щ В; е=28В.ч1 0. 


1) Тот н другой измеряется половиною дуги ВС, 

=) У таких углов (на одном тригонометр. круге) линии синуса равны и 
одинаково направлены (см. черт. 23). — Здесь переход обратный обычному 
приведению ($ 31, прим. 1). 


а р 
Отеюза паходим: 2Ё-==- ОД Ш 
д зт А `— тб’ к ш С’ 
а Г 
едов. Е = (==2 
РеБоВЫ А п В эм — П). 


Таким образом, для одного и того же треугольника частное от 
деления стороны на синус противолежащего угла есть величина 
постоянная, равная диаметру описанного круга. 


ь 


[7 с 
Из соотношения: па, р- зщ б› Переставляя члены пропор- 


ции, получим: 
а: 6: с = 31 А: В: 31 С, 


Те. в0 всяком треугольнике стороны относятся между собой, как сннусы 
противолежащих углов. . 
(Самостоятельно то же самое получается сразу по 8 98). 


Пример. Определить а:0:с, если А:В:О0=3:4:5.—Так кав А-В -- 
4- С = 180°, то сначала разделим 180? в отношении 3:4:5; получим: 4=45°, 
В=60 и С=75°. Теперь, по доказаиному, будем иметь: @:6:6 = 


= $1 452: чт 60° : з 75°. Подставляя сюда эт 45° = и: ‚ бп 60?= и 


и 310 15°= 103 т Е И2- из. получим, освободясь от знаменателя, 


а:6:е=у2: Уз: И 2+ из. 


100. Теорема. Сумма двух сторон треуульника так относится 
к их разности, как танлене полусуммы противолежащих улов 
относится к таненсу полуразности тех же умов. 

Доказ. По $ 98 находим; 


а--6=28 (зт 4 -|- эт В) и а—6-=28 (5 А — зп В): 


а--6 зп А-- 2 В 
отеюда 2—6 шА— В. 


Применяя здесь ко второй части формулу ХХУ ($ 66), получим 


(@-- 5: ев В. | 8, 


чем и выражается теорема. 


Учебних прямолнн тригоном, 6 


ео 


101. Формулы Мольвейде, Так называются следующие две про- 
пор, которые содержат отношения суммы и разности двух 
сторон тр-ка к третьей стороне: 


А—В ‚ А—В 


. (2). 


С05 


Доказ. 1) По $8 98, в--==28 (зт А-- зт В) и с=ЭВ.-зт С; 
а-|-6__зм Ав В 
с 


отсюда, - .(&). Преобразусм вторую часть 


зп О 
‚ А-В А-В 
зо А --зю В 2590-6085 
(по 88 65 и 59): т = а . (5); 
Я т $6085 
нот — С 605 — так ка РВ -- =:90°. По сокращении 
сек 0% ака 
| 72 
же дроби (5) будет окончательно: а 
Ш о 
7 


2) Таким же способом получим: 


АВ. А-В . 4—В 
а—5 5тА—заВ _ 2с08—— вт — Ш 5 
с 0 [2] 


т $ 605 р. 08 — 


2 2 


102. Леорена. Квадрат стороны зтреуольника равен сумме ква- 
дретов двух друших сторон без удвоеннозо произведения иф на 
косинус узла между ними. | 

"Требуется доказать, что а?==42-|- 6? — 2%. соз.А (одинаково 
п в случае острого угла и в случае тупого). | 


В 


Черт. 83. 


обе 


Доказ. 1) Если угол А острый, то на основании геометрин 
имеем (по черт. 37): а?-=6?-|-с* — 26. АХ; но из прямоуг. тр-ка. 
АВГ можно заменить АД через 6.с03 А; тогда получим: а? == 
=? -|- с? — 266.с03 А. | 

2) Если угол А тупой, то на основании геометрии будем 
иметь (по черт. 38): а? —=6?-|-с?-|-26. АЕ. Из тр-ка АБЁ найдем 
АЕ==6.с03а; но с03а==— с0$ А 1); следоват. АЕ==—с.с0$ А. 
Подставляя это выражение в геометрическую формулу, получим: 
92—62 -| с? —2660 . с0з А, т.-е. то же самое, что и в первом случае. 


103. Формулы для определения углов треугольника по трем 
стеронам. 
1) Из равенства а?==652-|- с? —2%.60$.4 находим: 


2-62 — в? 
нее. 


608 Д = 55 


но при мноюзначных чиелах эта формула неудобна, 
2) Следующие преобразования той же формулы приводят в 
‘выражениям пригодным для логарифмирования: 


и раныа 2 21 (2 а? 
26—63 — с2-- а __ ал ЗЕЕ --с а __ 


о ее 5% 
Г —(6—в)= | __ (6-8 —@ 
Г. 26е й > 2$е > 
__ (@--5—(а—5--) __ (ве а-я. 
га 266 | а 


Заменяя первые части по & 60 п полагая а-- 6-1 с==2р, 


получим далее; 
ав — 2@0-—9.20-9 5 р р 29.2 (р— п) 


26с 2 26с 
2. / (2—0 0-9) сххупр НС А 2 —@) (Хх) 
в р] -И а 1 й 08 ре а 


#) Так как а -1- А — 180%, то сова и соз А по абсол. воличилам равны; 
ПО 60$ а ПолОж. Числу, @ с0$ А == отриц. числу; поэтому, для замены 
С0$ а, умножаем соз А на—1. [Другой способ: по $ 31, 00$ (180° — = 
— -— 60$ а; а так как формулы приведения обладалот общностью (6 42), то 
можно здесь острый угол а заменить тупым 4; получим: соз (18° — 4) = 
25 — С05$ А, т.-е. 608 а==-— 60$ А|. 

*) Имеем а-|- 6 —е=2р — 26==2(р — сутак же и в остальных случаях. 


.. 
5 


Так нак в треугольнике половина угла всегла менее 995, то 
2 р: 
УП 5. и 608, положительны, что и принято во внимание при 


извлечении корня, 
Деля равенство ХХУШ на ХХБ, найдем: 


нА / @—В(— 5), [0:6.%.9) 
та рф— а) 


Формулы для определения углов В и С можно написать по 
аналозии с выведенными для угла А. 

Формуле ХХХ можно придать другой вид-—более удобный для 
вычисления в том случае, когда надо вычислить все три угла 
($ 116); а именно: умножая под корнем числителя и знаменателя 
на р— а, получим: 


й ау Р29е-98-8 
а бе ана 


Подкоренное выражение здесь не зависит от того, какой угол опре- 
деляется; а потому, означая величину корня через &, будем иметь: 


ны И. @ 
ро "ри ба 
где ры ее. (хх 


(В$ 104 обнаружится звометрическое значение величины #.) 


104. Тангене половины угла треугольника можно определить 
танже с помощью радиуса вписанного круга. 

Пусть будут: О центр вписанного 
круга; О, Е и Е—точки касания; "— длина 
радиуса. Заметим, что линии ОЛ, ОВи 
ОС делят углы тр-ка пополам, и что от- 
резки сторон.при общей вершине равны 
(напр., 4Е==АЁ), 

Сначала определим эти отрезки. Озна- 
чая их—в порядке вершин треуголь- 
г #9 ника—через =, у и г, получим: «Ру-- 

Черт. 39. -Н2==р;н0о у--г== ВО = а; следов., 


— 85 — 


1—р— а. Подобным же образом у==р—Ви 2=р—с. Теперь 
пз прамоугольных тр-ков найдем: 


А у В у [64 ” 
= = = —. (ХХХП) 
8 ра 2 р—6 2 р—с 
Чтобы произвести вычисление по этим формулам, надо сперва 
определить 7 (или только 127); для этого послужат геометриче- 
ские формулы: 


_б==Р.р!) и 5=У2@—в)@—5@—9, 


зе ‚Роу ФЕЯЕИВЫ, 
р р 


(Сравнивая последнее выражение с выражением й в 8 103, 
видим, что #==7.) 


105. О независимых соотношениях между сторонами и углами косо- 
угольного треугольника.-—-Как уже было объяснено в 8 90, их должно быть 
тру. Таковы соотношения: 

в [и ве 3) 
В С =180°.. (ви == 
я т ыы а 51А` 51 В 50 

Остальное можно вывести отсюда. 

В 58 100 и 101 преобразованы пропорции производные из ($). 

В 8 102 мы ссылались на геометрическую теорему. Теперь выведеы 
то же самое из (а) и ($). — Означая в рав. (5) величину каждой части 
через т, будем иметь: 


а=т-5ш А; 6 = т-5т В; с= т.т 0..(6). 


Возьмем а—= т-зш А. Так как, по (а), А -|- (В -+- 0) = 180°, то т А = 
= 51 (В-- С); таким образом, а = т.ч (В - С) и, следов., 


ай = м?. 402 (В - С). . (9). Преобразуем: 


$12 (В -- С) = (< В.003 С -|- со Вт С) = 

— зн В (1 — знв 0) -- (1 — т? В) т? С -- 2 5т Вт (-503 В.с03 @ = 

= 5112 В -- 1 С-- 231 В-311 С (с03 В.60$ С — зп В. 0) = 

= 51 В- зн С-- 231 В-9 0-с08(В-- С); 

по ©05 (В - С) == — 005 4 (5 97, а); следов. овопчахельно, 
51? (В -|- С) = яп В -- зн" С — 2 чт В.511 0.605 А. 


1) 5=4084+-400+ в0б=°" + те +" = р, 


Ь а’ е 
3) Тут д6е независимых пропорции: 2 Рив. 
ту ропорции: д = шв ПА ШС 


г ЧЕ бЕь 
Цодставляя это в рав. (9), получит: 
9? — т.т? В -- 2.0? С — 2 (т-зт В) (т.т С1.с0$ А, 


ини, по рав (с), 98 — 92 -1- с? — 25е-005 А. 


106. Выражения для площади треугольника. Из геометрии мы 
имеем следующие формулы: 


т Пе Че НЕ 
5=5%..(1); б=Ур(в— а) (0—5) (в—50)..(2); В==т.-р..(3)- 


Выведем теперь выражения, содержащие умы. 


107. а) Возьмем 5 =, — Для замены й, обратимся к чер- 


тежам 37 и 38: если угол 4 острый, то #, ==с-$т А; еели угол А 
‘тупой, то й,==с-вта==с-зш (180° — А) ==е-5ш 41). В обойх 
случаях имеем #, ==6-5т А, — т.-е. в0 всяком треуюльнике высота 
равна боковой стороне, умноженной на синус ума мёжду нею и 
основанием. 

1 


Подетавляя й, ==6-зт А в формулу б== 5 $й,, получим 


ве- т А, СХХШ), 


8 = 


т.е. площадь треуюльника равна половице произведения двух 
сторон на синус ума между ними, 


6) Из соотношения ВР 9 ы находим: 
} ИЗ воно п А В 0 ря 
ь— 2:8 В а-вш С 
— вв А 5ш А 


1 Э3 
подставив эти выражения в &== 5 бе. А, получйм: 
5—8 Б- т С 
Эш й 
'Так как зт А — 1 (В-- С)?), то вместо этой формулы можно 


зять еще такую: с зп В-зт О 
В щ ую: ‘вы (ВГО) ^ 


*) Сравн. в $ 98 второе подстр. примеч. 
2} См. $ 97-в. 


28 


108. а) Известное из геометрии выражение площади тр-ка по 
трем сторонам нетрудно получить и с помощью тригонометрии. — 


1 } 
Мы имеем б=— 6.91 4; но зш А = 95 = бе а а | 
2 2 2 2 
А 
603 5- заменим по $ 103; получим: 


ъ (2—@ф—® Ирр— а) ЕЕ ЕЕ ВЕЗЕТ 
8=У 2у 9 О ра. 


6) По 8 103 имеем; 
/ 5925. 


А И, в Ир ае- 9. 
9--— У— + — —= о“ — = м и чь а 
, рфр—а) 72“ ТУ =ж- 65 ре—©) 


Перемножая соответственные части этих равенств, получим, по 
сокращении под корнем, - 


ыы б = =и = 969 — 


И е95 _ 
2% р 


В.С. 
ав” 

(Между прочим, эта формула нам будет полезна в решении 
тр-ков как контрольная.) | 


отсюда .. в =. [9.46 


в) Выведем формулу ХХХГ\” еще с помощью выражения З==г.р 
(см. $ 104). — Для определения г по р имеем, по черт. 39: 


. А В с 
& = г. 2, Ут. . сю 5) 2=г. с 55 Складывая, получии: 
та ‚+ авь) =. ва. авг. В о откуда 


А о 
7—=р- в; подставляя же в б=».р, получны 
- Аа в. с 
2. 
$ 5—1. 546565 °. 
109. Выражения для раднуса описанного ируга, 


. а 
1) По $ 98, а=28В-з1 А; отсюда =’ 
2) Возьмем Е= 5 д° Определяя 5т А из рав. =. 31: Д, 


афе 
45 


< 


2 
получим зт А = ре} 8 после подстановки: В = 


—— 


2) См. 5 97-в. 


— В 
110. Выраженяя для радиуса вписанного круга, 
1) Из формулы 5=7-р следует: => {$ 104). 


2) По черт, 39 получим: г = 2 н0 #==р—а (8 101); следов, 


г. - 
г=({р— а) =. 
8) По черт. 39. из ДА ВОД и СОХ, имеем: у-=г. ри # =: 5: 


; 
В 
складывая и заменяя у-|- г черсз а, получим: а=г- (ивы +в 5) = 


Ш + г) 60$ А т @ 
==г. 22! бек а . и 5 5 
— т аа С = дпВ. а 0 юда=—. 
7 ь 2 2 60$ 5 


Решение косоугольных треугольников. 


Если данными будут служить только стороны и углы, то вопрос 
представят четыре случая. 


111. 1-й случай. Даны сторона и два ума (а, В, 0). 
Решение. Для определения угла А имеем: А-- В-- С==180°, 
откуда А =180° —(В-- — Стороны бис ЩЕ из соот- 
ф .зш В д. 5т С 
ША 08 51 ТО, отвуда: 6-7 А °- А 


__ 42. т В-зт С 
Для площади, в 8 101, было получено ег * 


ношения — 


[В этих формулах можно, если это выгодно, зш.А заменить через 


т (В О).] 
Когда требуется вычислить не одну из величин: 6, си ©, а все 


три, то короче следующий путь: 6= = .5т В (==28.зт В); 


==20.зш (; б== ре-вш д 
Контрольные формулы (см. 8 96).—-1) По первой формуле 
((--Б)- т Р 


Мольтейде 1) получим @= в! Найденный этим 
03 
2 


*) Взяв отношение (с -- 5):“. 
*) Порядок углов соответствует последующему числовому примеру 


(С> В). 


5188" 


путем 15 а должен совпапать © тем, который получен ранее пс 
самому а. 


2) Если в контрольную формулу должна входить и площаль, 


@ 
то возьмем форм. ХХХП/ (5 108): б=р?- и. Ш 5 


Числовой пример: ва=253; В=38950' 48”; О —112°3м. 


1) Вычислеиие А. 2) Вычисление 6 
В— 38° 50' 48” 13 а==2,40312 
О —= 112034’ зщ А =9,67987 —10 
В- 0—151524 48’ ‚ 1Е28=2/12395 
А —=289 35' 12" 1е зт В==9,19743 —10 
4) Вычисление 8. 186==2,52068 
5=0,5.6е-зт А 6 ==381,65 
15 0,5 —=9,69897 — 10 8) Вычисление с. 
‚ 11$—=29,52068 1621 —2,12325 
" 196==2,68866 ея зт С =9,96541 —10 
10 ва А ==9,67987 — 10 ]10с==2,68866 
185—4,58818 с —= 488,27 


5 —38742 (кв. ед.). 


? = 
Контрольное выписление Ё = (6-5) а $ 605 а 2] . 


2 
с =488,27 1° («-- 5) =2,913177 
6—- 331,65 7 ее 
се 5 = 819,95 -- 16505-=9,39250—1 
о ==112934' 2.30627 
В==38°50' 48" = о—вВ 
С — В=17394%' 15” ыы —5—==9,90815 — 10 
—В со 51' 36" 13 а—2.40312 
о А что совпадает © начальным 12 @ 
‘5. = 14917 36" (см. вычисление 5). 


112. 2-й слузай. Даны две стороны и угол между ними ($, с, А), 
Решение, Для определения углов В и С воспользуемся отноше- 
нием суммы двух сторон к их разности ($ 100). 
ев 


В 
‚вит р Так как (С--В)-- А=180°, то 


2) В нашем вЗисловом примере с > 6. 


— 99 — 
С-В _ 180? —А 
ЕВЕ ы 


т 


==(положим) а; а из начальной пропорции 


5 и отеюла находим по таблицам ы 
С-В С—вВ 


—(положим) В. Теперь: если 2 =аи ее то 


а-3=С и а—В==В, 


определяем & 


[и 


Сторона а опроделится из рав. —= 
р р р зтА эВ 


6-5 А | в. т А 
Е Ави а -. Для площади имеем =. в А. 


6 
—=-—_, откуда 
а @’ ТАУ 


Для контрольною вычисления здесь удобно равенство 


„В, б_р—а ев 2, в. :@ 
$ гы (по 8 103), или же =? 5 85-1 5 


Числовой пример: 6 —=1193; се— 2034; А—12915' 19". 


1) Вычисление углов В и С. 


С-- В+ А ==180° ыб-В _е— 5 в „С-В 
А—129 |5 19" а 85 
0-|- В= 107244 41" с==2038% | е—№= 911 
С-В со я =1123 | е-1+6—3157 
а. ВЕНЕ 2 16 (е—6)=$.95952 
= = аа 15-0 =3,499277 
5—3 13 ^^ 9,4605 № 
0—175926'34” ео р Г 
В 939001878" в —0,13671 
12 2—2 == 9,59696 —10 
2) Вычисление с. 8) Вычисление, 5 
186 =3,05038 


Л [Я 
-- 151.4 —9,97883 —10 а 
3,02921 1ю (6. зп ее 02921 1) 
—_ 1831 В=9,79786 — 10 ++ 
1ва—8,30135 18 9-3, ны 
а—2001,5 | 11 8—6,08658 
б==1087750(кв.ед.). 


*) Взято из вычисления а. 


Е 


в В, С р-—а!. 
Контрольное вычисление {45.45 = —— 


Р 

р ат 

ре 7 с-- 6 =3157 

С _ 370 43} 17". а—2091,5 

> 2р— 5158.5 
198 э = 9.46180 — 10 р ==25719,25 

В р—а=571,15 
Ги 

[9] 15(р —а)-=2,16174 

Щщ5 = 9.88845 — 10 1 с Ем нь 
9.35025 —10 “^  9,35025 —10. 


Замечание 1. Не лишвее будет указать, что сложение углов 
С, Ви А не может служить поверкой вычисления. Действи- 
ь ь О-В 180°—А, 
тельно, углы С и В определены под условие НН = 
а поэтому сложение С, Ви 4 равносильно сложению 180°—Аи А, 


С—Б 
след.. всегда дает 180° (хотя бы —=— было найдено неверно). 


2 
Замечание 2. Если не ‘требуется 5, то для вычисления а- обны фор- 
Е \ 
мулы Моьвевле “=. Или ев =: 


Замечание 3. Мы опредезяли сторону а по найденному углу В. Нс- 
посредственно по данным она выразится следующей формулой: 
а=—58- 8—2 . с0з А, неудобной для логарифмов, почему мы ее и 
це взяли. 


* 113. 3-й случай. Даны две стороны и уюл, противолежаний 
одной из них (а, 6, А). 


вшВ _6 } 
Решение. Из пропорции и. найдем вш В=-* эт А, 
ША © т 


© помощью чего определим угол В; далее будем иметь: 
ь а. эт С а 
(-—=180° — (АВ); с [528 .зт0С]= Я › 8 = =  зш(. 
Обратим внимание на вычисление угла В (по эт и 
как в косоуюльном тр-ке вообще угол может быть и острым и 
тупым 1), то величину В надо искать между 0 и 180°; а в этих 
границах одному и тому же синусу соответетвуют да углы 


*) На этот случай наши формузы также рассчитаны. 


— 99 = 


острый, находимый из таблиц, п тупой, лополняющий его до 1809 
(см. черт. 18). Поэтому возникает сомнение, будут ли для тре- 
уюльника пригодны оба угла, или же только один из них, и то- 
гда какой именно. Этот вопрое решается уже сравнением данных 
сторон, так как в треугольнике тумой угол может быть только 
против большей стороны. 

В виду сказанного будет полезно сначала исследовать ‘задачу 
по сравнительной величине данных сторон. (Предполагается, что 
а и различны: при а==6 имеем прямо В== А.) 

Исследование. 1. Случай а>>6. При этом данный угол А, 
как лежащий против большей из известных сторон, может быть 
острый и тупой. 

5. т А 


В равенстве за В = рассмотрим правую часть, Если 


$ < а, то и подавно 6. зт 4 < а, а потому получится зп В< Е 
(или юз В< 0), и, следов., задача будет возможна независимо 
от величины угла А. Определяемый угол В в этом случае может 
быть только острым (но не тупым), так как сторона против него 
не есть большая. 

ПЦ. Случай а. При этом данный угол А должен быть 
острый, так как он лежит против стороны, которая менее другой. 
6. зт А 


Обращаясь к равенству эт В = ‚› заметим, что если 


$`> а, то $.зт А либо более а, либо равно а, либо менее а/— 
в зависимости от величины угла А. Рассмотрим каждое предпо- 
ложение отдельно, 

16.31 А >> а; тогда за ВТ (или 1е вп В`> 0), и задача 
будет невозможна, 

2) 6. т А —=а; тогда вв В==1 (или 51 В==0), и след. 
В-==90°, т.-е. тр-к оказываетея прямоугольным. 

3) 6. т А «а; тогда эт В < 1 (или 18 зт В 0), и вопрос 
будет (каки в Г) о двух углах, соответствующих такому 
зш. Для ирелюольника в настоящем случае надо принять не 
только острый угол, но и тупой, потому что сторона 6 бо- 
лее а, а сторона с не может влиять на выбэр угла. В, 
так как сама определяется в зависимости от него. — Соот- 
ветственно двум значениям угла В получим также по два 
значения для С, си 5. 

Игак, на основании сделанного исследования заключаем (отно- 

сительно случая 15 5ш В < 0): если определяемый угол В лежит 


о ОЗ 


против меньшей из данных сторон, то надо взять только острый 
угол; если же он лежит против большей стороны, то задача 
допускает два решения. 


114. Результаты предыдущего исследования вполне со- 
впадают с тем, что дает построе- 
ние треугольника по тем же са- 
мых данным (в этом сравчении 
$.зш „А будет выражать высоту 
тр-ка относительно стороны с). Чер- 
теж 40 соответствует в 8 113 слу- 
чаю П, 3: иекомые треугольники 
суть Л АОВ, и Л АОВ,, при чем 
Д АВ С- / АВ, 0 = 180°. Пре- 
доставляем самому учащемуся сделать построение в остальных 
случаях. } 


115. Числовые примеры. Приводим по одному примеру на ка- 
ждый из рассмотренных случаев, указывая соответствующие пунк- 
ты исследования одинаковой нумерацией этих пунктов и при- 
`иеров. — Заметим, что при яолном решении тр-ка удобно вычи- 
елять 5ш В и с по следующим формулам; 


Эш В == д) п 6—2. 51 О, гле88В = А 
28 у ь — ва 4 
1. Дано: а==1700; &=650; А== 40925’, 
Вычисление В. Вычисление 0. 
ыы 1ва=2,84510 (== 1802 — 77° 25'53” = 
19 5т А ==9,81180 —10 == 102034'1" 


1628 =3.68330 
$ Вычисление с. 


—  166==2,81291 ав ааа 
о м т 
15 51 В =9,77961 — 10 — : 


Лее= 3.02277 


а Е ед т 
Вт с— 1053,8 


1) Получается по 8 98. 


ое 


Для площади получим $==325.700.зт С ==9928050 {кв, ел.). 
Для хонтрольною вычисления поелузкат те же самые формулы, 
какие указаны в 8 111: 


© 


| О—вВ 
а=(е-- 2). эт 2/8 и бр. & . во. 13. 


НП. №) Дано: а==30; $==57; А==49° 


146 =1,75587 
15940 4 ==9.82551—10 
Вычисление 1.58138 


В. = 
за ва==1,47712 
(| 1е506==0,10426; задача невозможна. 


П. 2) Дано: а==72; 6=97: А=41955'30”, 


Г 136 == 1,98677 
1< в А— 9,87056—10 
Вычисление 1,85733 
угла В. — щва=185133 
(| 1ш518-=0,00000 


Если полученный 18 зш В есть точный, то В.—=909; если: же 
он только: приближенный, т0 В==90°-- о, где а колеблется от 
0 до 16’. ‚ 

П. 3) Дано: а==4; 8==7; А =30°. 

Вычисление В. 
185== 0,84510 
1621 == 0,90309 (2П=—4.: т 30° = 8) 
15 т В==9,94201—10 
В,=6152'43"; В, =118°57' 11". 


Соответствзнно двум значениям угла В получим далее: 


С 1)=В, — А=88 БТ" С. =В, — А—=31°2' 43" 
с. =28.1 С, =7,9987 с.==2В.5щ ОС,==4,1251 
5:=4. в, == 18.998 5,=%. яп С, == 7,22. 


1) Так как В,-- В, =180°, то 0(=180°—В,—А=В,-—А ц 


С, =13°—В —-А=В, — 4. 
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Заметим, что в обоих решениях 28 имеет одно и то Эке значение 
(—=а:зщ 4). По черт. 40 это подтверждается таким образом: 
переложим тр-к АОБ, наружу; тогда получится 4-к АБ,СВ, 
такой, что около него можно описать окружность (так как в нем 
сумма противоположных углов В, и В, будет равна 1305). 

Для контрольною вычиеления—в настоящем случае двух 
решений—могут служить следующие формулы: 


1) ас; =26.с08 4; 2) с,—с,=2а.с0з В,; 


88—85, = 


ба 2 
5 „в зв А. 


Все эти формулы легко получаются по черт. 40, _ 


Замечание. Если требуется выразить с непосредственно по даппыу 


его из уравнения 
2 = -|- 63 — 26. с05 Д, 
найдем 


С=6. 005 А = У. 07 4 -- (@1—53) или с—.с08 А ии д 


116. 4-й случай. Даны три стороны (а, 6, с). 

Решение, Сначала определим углы. До сих пор мы находили 
третий угол вычитанием суммы первых двух из 180°; но теперь 
определим третий угол самостоятельно — с целью поверки (Д-|- 
--В8--С=180°). А для вычисления трех углов--из формул 
8 103 всего удобнее формулы ХХХ, 

Действительно, по формулам ХХХГ нам придется взять 4 ло- 
гарифма и произвести 6 действий с логарифмами; а по форму- 
лам ХХХ действий будет 12. Что же касается формул ХХУШ и 
ХХХ, то © ними потребуется 7 логарифмов и 12 действий над 
логарифмами; кроме того, по синусу и косинусу угол опреде- 
лится менее точно, чем по тангенсу ($ 88). 

Итак, для углов возьмем: 


{ бы 8 — й < ое й 
ы р ® и ЕС} 
ап & 
где р = ое, по 5 104). 


Для площади имеем: 


< б=УИ рф —@@-—8 #—9 
и В==р.и ($ 104). 


104020й пример: а==215; 6==500; в == 4271), 


а=—515 | Вычп”ление 1© А. 

$— 500 15 (р—а)=2,55145 

6 ==457 -- № 2— В) =185126 

2р = 1142 ’ 18 @Ф— 9=2,15886 

р=571 6,56107 

р—а= 356 КЕ 19 р==2,15664 

Е” 38018 

р— с —=144 © ==1,90222 

Вычисление А. - Вычисление В. | Вычисление С. 

16 — 1,90222 16 —1,90222 16% =1,90292 


1 Е) 2, 55145 с @ф—9) =1,85196 1 (р—с)==2,15836 
126 2-9 35077—10 не 0.05096 15 ще 94386 —10 


= 12536" | Варе 2292022" 


№ 
А — 25$ 16' 52” В =96242' 28” (—=58°0' 44” 


5 


У 


Вычибление 5 (—=р."=р.Р). 
18 5=—1«р-- 51 —1,65886; 9—45589 (кв, ед.). 


Поверка. — А -—25° 16’ 52” 
+- В 969 49' 98" 
О—.58° 044’ 
180° 0’ 4". 


Лишние 4” объясняются приближенностьо вычисления. 


Замечание, Когда требуется определить по логарифмам толь- 
ко один угод 2), тогда выгоднее пользоваться формулой ХХХ. 


Е 


*) Треугольние возможен, потому что большая сторона менее суммы 
двух других. м 

2) Например, чтобы вычислить углы параллелограиа по неравным 
сторонам м Эцагонали, погарифмически достаточно вычислять только 
один из углов (против данной диагонали). 


Дополнение. 


Х!. Об измерениях на местности. 


117. Общее замечание. При составлении землемерных планов, 
а также и в некоторых других случаях, приходится определять’ 
величину линий и углов, назначаемых на местности. Эту вели- 
чину находят или непосредственным измерением —с помощью 
‘особых приборов, или же посредством вычисления — по тем 
данным, какие получены уже ранее; в последнем случаз тре- 
буется применение тригонометрии. 


118. Измерение линий. Прямая линия на местности указы- 
`вается какими-нибудь хорошо заметными предметами, помещен- 
ными на ее концах. Еели длина измеряемой линии значительна, 
то ве надо сначала яровешить, те. поставить ряд вех!) по 
ее направлению. 

Для непосредственного измерения линий на местности наибо- 
лее употребительны землемерная цепь и мерительная лента. 

Цель, выходящая теперь из употребления, делается из не- 
гибкой железной проволоки. Она имеет длину 10 саж. и состоит 
из 100 прямых звоньев, сосдиненных промежуточными кольцами; 
раестояние между центрами двух последовательных колец равно 
0,1 саж. ` 

Применяемая теперь мерительная лепта изготовляется из тон- 
кой стальной полосы. Она имеет длину в 10, 15 или, чаще всего, 
20 метров и размечена на десятые доли метра. 

При пользовании мерительной лентой длина линии выражается 
в метрах и десятачных долях метра. 


+) Беха — длинный кол со значком. 


-: 


Учедааи ирсмзлал. тра омом, 


м 
--- 45-3 


113. Угломезные изструизнты. Нлегрументы, служащие для опре- 
деления зрадусной везичины р называются умомерными. 

Одни из них служат для определения угла только в гори- 
зонтальной плоскости, другие же измеряют угол и в горизон- 
тальной и в вертикальной плоскости. (Углы в наклонной пло- 
скости определяются обыкновенно с помощью вычисления. ) | 

Из угломерных инструментов чаще других употребляется 
астролябия. 


120. Астролябия состоит из лимба, алидады и двух пар диойтров. 


Лимбом называется круг, разделенный на градусы. 

Алидадой называется линейка, которая врагзаетея по лимбу. 
около его центра; при измерении какого-нибудь угла она на- 
правляется по его сто- 
роне, — наводится на 
какой - либо предмет 
на этой стороне, 

Для наведения али- 
дады — для  визиро- 
вазия — служат ди- 
оптры: так называ- 
ются две пластинки, 
прикрепленные на кон- 
цах алидады. В них 
сделаны продольные. 
прорезы—узкие и ши- 
рокие; против узкого 

Черт. 41. ‚ прореза в одном ди- 

- оптре — приходитея в. 

другом диоптре широкий прорёз с натянутым вдоль него черным, 

конским волосом. Визируя на какую-либо точку, ставят алидаду. 

так, чтобы для глаза, емотрящего в узкий прорез одного диоп- 
тра, точка была закрыта волоском другого диоптра. 

В астролябии— две пары диоптров: два диоптра прикреплеяы 
к самому лимбу и называются неподвижными, другие два поме- 
гтаютея на концах алидады и называются яодвижными. 

Для ориентирования линий относительно стран света, к 
астролябии присоединяется еще магнитная стрежф` 

Астролябия помещаетея обыкновенно на раздвижном тренож- 
пнце; но между треножником и самым инструментом вводится 
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еще снаряд, позволяющ склонять плоскость лимба так или 
иначе. Простейшее из таких приспособлений есть бакса: это— 
особого рода сферичеекие клещи, охватывающие шар, которым 
внизу оканчивается ось лимба; таким образом лимб может вра- 
щаться около оси, а самая оеь может менять свое направление. 

Для установки лимба в горизонтальной плоскости служит 
уровень, а в вертикальной плоскости — 011466. 


121. Чтобы измерить горизонтальный угол, сначала устанавли- 
вают лимб горизонтально, центром над вершиной угла 1); затем, 
сохраняя горизонтальность лимба, повертывают его около цен- 
тра, пока сквозь неподвижные диоптры не увидят предмет на 
одной из сторон угла; не изменяя теперь положения лимба, 
ставят подвижные диоптры по направлению другой стороны 
угла: наконец, делают отсчет по лимбу между диоптрами. 


122. Чтобы измерить угол между прямой линией АВ и го- 
ризонтальной плоскостью (угол наклонения линии АБ), устана- 
вливают лимб в вертикальной плоскости, проходящей через дан- 
ную линию так, чтобы его центр находился на данной линии; 
затем, удерживая лимб в той же плоскости, повертывают его 
около центра до тех пор, пока диаметр 90° — 270? не станет 
по отвесу; тогда плоскость волосков в неподважных диоптрах 
будет горизонтальна; теперь, не изменяя положения лимба, на- 
правляют алидаду по линии АВ и отечитывают дугу между 
диоптрами. — рт 


123. Применение тригонометрии. Мы рассмотрим здесь только 
простейшие задачи практической тригонометрии, а именно: 
1) определение неприступных ?) расстояний, 2) определение вы- 
сот и 3) составление трианауляции. При этом мы ограничимся 
случаем такой местности, которая может считаться горизонталь- 
ной плоскостью или, по крайней мере, позволяет проводить по 
некоторым направлениям горизонтальные линии. Для решения 
указанных задач необходимо сначала измерить некоторые линии 
и углы. Непосредственное измерение линий на местности пред- 
ставляет двоякую трудность: 1) затруднителен самый процесс 
измерения, и 2) если взятая линия не есть прямая или если 


*) Последисе достигается с помощью отвеса © заостренной гирькой, 
2; Т.-е. недопускающих неновреленеенняо измерения. 
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она не горизонтальна, то приходнтея делать разиого рода 20- 
правочные измерения и вычиеления. Умы же измеряются и 
легче и несравненно точшее, Поэтому стараются измерение ли- 
ний заменить, насколько возможно, измерением углов; линии же 
определяют преимущественно посредством ‚вычисления. Болынею 
частью даже ограничиваются измерением только одной линии; ев 
называют тогда базисом 1). 


124. Определение неприступных расстояний. Здесь могут быть 
три случая: 1) обе конечные точки доступны, 2) доступна толь- 
ко одна из конечных точек и 3) обе конечные точки недо- 
ступны. ‚ 

Рассмотрим каждый елучай. Точки, между которыми опреде- 
ляется расстояние, обозначим через 4 и В. 

‚1-й случай. Точки А и В доступны. Решение. а) Если 
- точки 4 и В не видны одна из дру- 
гой, то выбирают такую точку С, из 
А. В которой былая бы видны те две, и из- 
меряют угол АОВ и линии ОА и СВ; 
по этим данным вычисляют расетоя- 
ве АВ. : 

Ъ) Если же точки Ай В видны 
›,6- одна из другой, то измеряют линию 
Черт. 42, АО и углы Аи 0; этих данных до- 

статочно для вычисления АВ. , 

2-й случай. Точка А доступна, а точка В недоступна (т.-е. 
наблюдатель имеет возможность подойти к точке 4, а от точки 

В отделен каким-либо препят- 
В ствием). 

Решение.` Взяв точку С 
так, чтобы из нее были видны 

"Аи В, измеряют углы А и 09 

и базие АС. Линию АВ тогда 

С нетрудно вычислить, так как в 
Черт. 43. тр-ке АБС будут известны ето- 
рона и два угла: 

8-й случай. Точки А п В недоступны. Решение. Выбрав 
в доступной местности —точки Си Д так, чтобы из них были 


= 


—— 


1) Слово Сизис означает оснооание. 
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видны А и Б, измеряют базпе СО и углы а, 3, и. Из двух 
треугольников, содержащих СО, вычисляют С4 и СВ; угол 
между этимн лаяниями равен а — 3; тавам образом, можно будет 
вычислить АБ из тр-ка АСВ. 

Можно также начать вычие- ты тс В 


ление с линий ОА и ОБ, за- | 
ключающих угол у— 8, и опре- 7 р а 
й гай А 
делить АВ из тр-ка АОБ. Этот о г" 
г 2 ` 
„- ` 


второй способ послужит для пер- ь 
вого поверкой, которая особенно ‘СХ Е. м ий 
полезна в настоящем случае — в С О. 
виду сложности вычисления, . Черт. 44. 


125. Определение высоты. Разберем главные случаи этой за- 
дачи. 1-й случай. Основание 1) доступно. Положим, напр., что 
измеряемая высота есть АВ (черт. 45), при 
чем точка В доступна. 

Решение. Из точки В проводят на 
местности какую-нибудь горизонтальную ли- 
нию ВС 2) и измеряют ее длину; положим, 
что эта длина есть @.. 

После этого при точке С’ ставят астро- 
лябию с вертикальным лимбом так, чтобы 
центр лимба Г) был над самой точкой С, и 
определяют 904 наклонения линив БА 
(5 122); пусть будет этот угол равен а. 

Измеряют еще — по отвесу — рас- 
стояние ДО; положим, что получилось 
26=6. у Черт. 45. 


Зная а, аи 6, будем иметь для вычисления высоты: 
АВ= АЕ-- ЕВ —=ава-- 6. 


2-й случай. Основание недоступно. Пусть на ч-рт. 46 выео- 
та АВ представляет пример такого случая. Иредположим еще, 
что окружающая меетпость горизонтальна. 


1) Т.-е. проекция вершины на ту горизонтальзую плоскость, от кото 
рой считается высота. 

2) Случай, когда, местпость пе допускает тагой линии, мы не будем 
рассматривать. 
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Решение. Выбпразт из местности какую-нибудь доста 
точно удаленную точну С. Помещают над этой точкой астроля- 
бию и, поетавив лимб верти- 


т. кально, измеряют угол на- 
ем клонения линии ЕА 1). Затем, 
№ м не изменяя положения лимба, 
ы ПН -- с помощью неподвижных ди- 
1 № та оптров назначают на местно- 
1 ` & 
Е 53 <) сти какую-нибудь линию СО 
: в“ р К по направлению плоскости лим- 
ее ий т ао ба, а следов., в одной плоско- 
в еда | ь с “* АВ. Эгу линию изме- 
р @ ряют, как базие. Наконец, 
Черт. 46, переносят в точку Ш аетро- 


лябию, и поставив ее на 
такой ве высоте, как в точке С, определяют угол наклонения 
линии РА, 

После сделанных измерений нетрудно вычислить АВ; пусть 
напр., получилось: СД-==а, ЕО==ЕС—6, / АЕб-==аи/ АРВ 
Тогда АВ = Аб -- Вад =АЕ з08-|-6; а из тр-ка АРЕ найдем 

в.а о 
в а} таким образом 
ив в. 5 а. 51 В 5. 
—1@—0) 


126. Триангуляция. Чтобы снять план какого-нибудь значи- 
зелъною участка земной поверхности, сначала выбирают на нем 
В лишь несколько точек, более удобных, 
распределяя их по всеми участку (напр. 

Е; С точйи 4, В, С,... на черт. 47). Соеди- 
нив мысленно зти оеновные точки пря- 

ыыми линиями, получают сеть треуголь- 

ников, которая и называется триануля- 

цией 1). В этих тр-ках измеряют возможно 


Е р гочнсе все углы и одну из сторон, напр.» 
Черт, 47 АС. Остальные линни сети определяются 
узке посредством тригонометрического ре- 

———»х—_. 


#) Через Е означен центр лимба. 
3) Название мриангуляция иногда прилагается в «амому спосой) 
съемни. 


= 


шения тр-ког. при чем начинают с того тр-ка, в котором нахо- 
дится базнс; от него переходят к смежному, от этого—к новому 
смежному, и т. д. (Получение одной и той же линии двумя 
различными путями служит поверкой вычисления.) 

Каждая из линий чазной триангуляции может, в свою оче- 
редь, служить базисом для новой триангуляции, составленной 
уже из тр-ков более мелких, и т. д., через что и достигаетея 
возможность определить на плане положение какой-угодно точки 
участка, т.-е, возможность снять весь участок. 


ЗАДАЧИ. 


Звездочка при номере задачи (напр., 191*) означает, что для нее 
имеется при ответе указание на способ решення. Нудиком при номеге 
(напр., 69) отмечены задачи, оставленные без ответов. 


Гониометрия. 
_ Измерение дуг и углов. 


1. Найти, какую чаеть окружности составляют дуги: а) 45°, 
Ь) 15°, с) 22°30', 4) 108°, е) 24’, #) 18”, 5) 18°45', В) 230”, 
) 1040", Е) 36° 1217”. 

2. Выразить в градусах, минутах и секундах следующие части 
окружности: а) 55 Ь) 1; с) 0,001; а) 2 е) — : 

3. С помощью чиела п составить отвлеченные выражения сле- 
цующих дуг: а) 30°, Ъ) 45°, с) 60°, 4) 135°, е) 15°, 1) 22° 30', 
5) 36°, в} 75°, 1) 108°, К) 150°, 1) 1575 30', шт) 162°. 

4. Для следующих дуг вычислить их отвлеченные выражения 
с точностью до 0,001: а) 60°; Ъ) 2255; с) 300°; а) 1271530: 
е) 26° 15'. (Указание: п == 3,14159), 

5. Определить, сколько градусов, минут и секунд содержат 
п 


п п 
дуги, которых отвлеченные выражения суть: а) С; Ь) 5’ ©) т 


д е) 0,05, (Ухазание: 2081831). 
Изменение тригонометрических функций 


с изменением угла. 


6°. Если угол принадлежит треуюльнику, то какие из его 
тригонометрических функций могут быть отрицательны и когда 
именно? 


75. Какие знани имеют тригономегрячазкие фунеции половины 
уга вт релзаънниеЕ 
50. а; Для каких положений подвизжыого радиуса выражение 
т а--с0$ © имеет положительное значение и для каких отрица- 
тельное? 6). Такая же задача относптельно зщ 2— 0$ 2. 
Упроетить выражения 9 — 15: 
9. а. щ0--6. соз 90° -1-с. 15 150°. 
10. а. в 0-Ь. ев . 860. 
11. а. с05 0-6. с05180°-с. 033609. 
‚т : . 3 
12. а? . эт -5 --24в . 36—62. зш- п. 
13. а?. сзе 90° — 206. эп 180° -|-6?. е5с 270°. 
г 8 
14. 42. зп 2" -|- 206. с0з 5 п-- в? . 821, 


15. а? . сз 210° -- 53. 48 90°, 
В задачах 16 —24 требуется найти значение той тригономе- 
тричеекой функции, которая содержится в уравнении. 


16. 31227 —3=2 512, 77. с032#-|- с08=1. 
18. бы я==1 — 5124. 19. зп? х-—2ящх. 
20. 221 —2щ&. 21. 862 1—=246=. 
2 
3 и Ее ЕТ 
22. сз; -- 46 х=0. 23 Е 0 


24. (созх— 2) (2 ев -- 1) =0. 


Зависимость между тригонометрическими 
функциями одного и того же угла. 


Выразить тригонометрические функции угла 4: 


25. через зша 26. через соза. 

27. через ва. 28. через сё а. 

Найти тригономотрические фузкции угла 4, если дано: 

29. зша==0,5. 30. зша=— 0,3. 31. ева. 

32. вова == 8. 33. = иб 34. ва 9 
ь ———. . 6 1==у6. = — 6 


о 
35. ©ва=— 2. 36. сва-=— 3. 37. ва-3. 


38. зе я=—1- 


— 107 — 
Найти тригонометрические функции угла а по данным ?: 
. а—5 и 63 [+ 
41. зша=-— 42. в08 а К”. 43. ма 
а--6 а 6 
Найти тригонометрические функции угла а, если: 
РА >. 19 
44. а угол положительный острый и © а=4 5. 


45. а угол треугольника и с03 а==— 0,28. 
я 12 
46. я оканчивается в Ш четверти и $та=— 15: 
о 
47. я оканчивается в Г\^ четверти и сх а — — 1,05. 
Упростить 2) выражения 48 — 63: 
6 эт? а 60525 
480. 1— 91?а. 490. 1 — с05?а. 50. ————. 51 
1-- 605 а щар—1 
520. 5112а-- с052а-|- 6? а. 53. м — 02а — па. 
о о 5та. эт В. сова. с03В „=, 1 — м? а , са —1. 
54°. ад — 5-5. 55. а а) Про Е 
с08а- с03 эта. яп В" 1 — 6052 4’ вш2а—1, 


567. зта. се а. 570. соза. в а. 58. ша. сзса. 599 зта. вса. 
605. соза.сзса. 61. сва.вса. 620. вта: ша. 63. ва: ва. 
64. ша — с03? а выразить а) через зта и Ь) %- 


роз 0$ @ 
65. & а--< са выразить через 5 аи с0$ а. 
ската 
аа выразить чрев 243). 
4% а 
67°. т выразить через сё аз). 
вата — сова | 
—_—ы——- С 
68. ша сова выразить а) через аи Ъ) через © а. 
та. соза №: : 
о м ь . 
69°. а ииеа ЫФАЗИТЬ а) через а и` Ъ) ‘через сё а. 
70. Выразить сс через са, если @ оканчивается в Г\ четв. 


зта-|- 03а 5 
‚ если а=-—-. 
вт @ — сова’ 4* 


72. Определить зта . сова, если зта ++ 608 @ == 
73. Имея ва-- Чча==т, определить 


71. Вычиелить 


4074 -|- е?а и За | 46а. 


5) Предполатая: а >60. 

2) Т.-е. умецыхить в выражесии число тригопометрических фупкцей 
или упростить состав выражения. 

8) Умпожан числителя и знаменате я па одно п то хе количегтра. 
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Показать тождества 74 — 103 1); 

14°. Бима — со а==5щ?а — с05? а. 

750 та _ 1-|-с03а де $2—1 _ а 

*1— 5089 819 “ ща  ва--Г 

710. 3122—8113 ==60828 —603°а 780. 1022 — сфо2а==5624— ©3077. 
45а — св5?а 


ва 
90. ==85620. 65625. 80°, а. 18% 
ь 81122 — 60524 сва-реВ ° 58 
т а--соза та -|- а _, 
815. ее с05 а. 82°. Е —1 Я . с#51, 
562-- с5еа 46 а-- е3ся 
са - (ея —с5с 2. а 
8350. —— а, 56а, 
05а — па 
840. зша-| соза __вва--езса 
уро Аза са 056 4° 
1эта 1-Е8еа _ 1 —8та1-|а _ ‚; 
85°. а. 86° 5——— = 28: 
1 еова” 1--свеа а 


а  6а—1 
87°. 1 а ева ай зе ВВу 1 те КЕява 
89°, Е Л -- а = Г == ==1. 90°. свса —та==с0за. сю а. 
910. за-|- се а=зса.05са. 92° вс?а-|- сс? а ==? а. сс? а, 
930 вс? а (сзс?а — 1) == вс? а. 
94 т зта--за-- ва==(1-1-с0за)(1-- ша). 
95°. (зпа— с5са) (соза — вса)==эта. сова. 
96°. (зта-- а) (соза-|- св а) =(Е--зта) (1 -|- соза). 
970. зна (1-|- ша) -[- соза (1 -- сва)==зса-|- сзса. 
980. зто (1 - са) -|- соз3а (1-- ша)==9па-1- соза. 
997. 133а . 50а — сзса.зса-|- с2За . с а=13 а -|- сюЗа. 
100%. зс?а-|- сс? а==(а-- ва). 


1) Предлатавмые формулы названы тождествани потому, что они 
верны для всех звачений а. 

Аля их доказательства мы должны применять наши главные формулы 
и можем при этом поступать двояко: или а) из одной части поверяемого 
равенства выводить другую часть, ипи 1) из обеих частей равенства по- 
хучать одво и то же третье ие: Например: а) для доказательства 
формушы ая а 

{д а— с? 193 а— 

вой части на 10°°@;. ри а форм. У1, получим в ожна- 
ковое со 2-й частью, равенства: Ь) еботнотение 52а — 1 == $12 2:50% 1 
доказывается тем, что по формулам УИ и П каждая его часть отдельно 
равна 24. " 


у УОНОЕАЕМ числителя и знамевателя пер- 


— 109 — 


1010 (= ее ) = р ЕН 
567-62) ° 6502а 14. 

1020. (151— т 2)? -[ (1 — с0$ 2) =(52—1)?, Доказать по 
формулам и по чертежу (для острого угла). 

1035. (зса — сзса)? =(1 —45 2)? -- (1 — с а)?, Доказать по 
формулам и по чертежу (для острого угла) 

В уравнениях 104—121 требуется определить функцию 
угла 2, указанную в скобках. 

104. 140 х:сят-=а:6...(4%62). 105. а, зпх==. 080 х...(9т 2). 

106. азт?х-ЕЬ с05°х==с...(с052). 107. а 043257— В с5с?х==с..(04о 2). 

108. 5112 52-|- с08 5 =0...(с05 2). 109. вел ==? 4...(56 2). - 


110, 2009 2=Звщ 2-2. (80 2). 11. 6 =Ш— све 89. 


112. 08 == шх.. „602. 113. поз о. (с08 2). 


114. 24:5 = —3 с5с2.. . (со 2). 115. 265==08е 5...(с4 2). 
116, зту==с082...(4° 2). 117. 9125-12 зп < 608 == 0525... —_ 2). 


1, а... -Ш), И. рых <=": 699). 
120. зт= — УЗ со =1... (па). 
1 
121. % =#-|- ЕВ ==—2,..(45 =). 
` 122, Исключить х из следующих систем: 
`® | 512--с085==а| 2) | ю1--06х=4| 3) [562-46 =а 
и —0081=6] [еле 361—402 = 


123. Исключить х из уравнений: 
т 7-- с057==т и &х-|- 04 х==в. 


124. а) Найти с 18°, | Ь) Найти вет и сов". 


125. Найти эт, сов и для 22° 30'. (в=8 И2— у>) 
126. Найти т, с0з и 15 для 15°, („= И2— уз). 


Приведение тригонометрических функций к 
простейшему аргументу. | 


127. Синус, косинус, тангене и котангене углов 
а) 162° 30", о) —й ры 3859 


ео — 


128. Синус, косинус, тангене п котангенс углов 
а) 25° 30' 20”, Ъ) 1305, е) 250°, а) 340° 
заменить сходными (по названию) функциями острого угла. 
129. Тригонометрические функции углов 
а) 75°, Ъ) 150°, с) 200°, Ъ) 15° 
заменить так, чтобы угол не превышал 45°, 
Привести к наименышему положительному аргументу: 
130. а) 5 20009; Ъ) зщ (— 10005}; е) соз 1500°; 4) 03(— 29005), 
131. е) 600%; в6-40°); в) се 13059; В) с (—300°). 
132. 1) ве 19005; К) зе (—2150°); 1)езс 5008; та) сзе (--80°). 
133. 8) 5 (7,31); В) сов; с) (—- т); Фес (—0,6т). 
Вычислить: , ы 
134. а) зп (— 13505); 5) соз 7209; е) № 9005; а) с (—450°). 
135. а) эт т Ъ) с0$ тт де т 4) зе 9м. 
136. Тригонометрические функции угла 50° выразить через 
функций его смежного угла, 


Упростить выражения (137 — 147): | 
137. эт (90°-[-а) -{-е05 (180°— а) (27 05- а) (360°—а) 
138. вт (—«) — 605 (п — а) -|- & (п— а) —с& (++); 
139. 5112(270° — а)-|-3112(360°—20). 140, (= а) (та). 
1(— а). м (—ю) 
` 605 (—а). & Са)” 
се (— а) . све (90°-1- а) эт (п-ра). сзе (+ а) 
143. о. 144. ^^ 2 у 
36 (— а). 30 (180° -|- а} (а). 5 (2п— а) | 
145. зп 160°. с0$ 110° -1- т 250°.с0з 340°-|- 45 1105. 4 340°, 
146 811 (90° — а) . 1 1329. себе 2299 „эт 90°. 
` е03(180°- а) .86 8129 ‚с 485. сов 1805" 
147. 8 (@70°— 4) 51 130° . све 220° . эт 270° 
° с (180°— а) .08 505. вс 3202. соз 3605° 
148. Преобразовать тригонометрические функции следующих 
углов: а) а—90°; Ъ) а—180°; с) а—270°; а) а—360°, 
149°. Показать, что ° 


141. 42-62-24. с0з(180°— а). 142 


ви (45° -|- а) = с0$ (45° — а); с0$ (45° -|- 2) = 51 (45° —а), ит, д; 


ЧР = 
150. Определить е0$ х пз уравненая 


Защ? (360° — 2) — них — 902) 1-3 ==0. 


р ь п п з ‚п 
151. Определить зщ =, если зи (- — =) яп а = 5 (2 -- =) ь 


Сложение и вычитание аргументов. 


152. Вычислить сс (а В) — с03(а — в), если зп а==0,625 п 
38 ==0,8. 
.153. Разложить зп упростить: а) & (45° Е а); 
Ъ) зв (а-- 60°) -- 1: {4--60°); с) 0$ (30° --&) — сов (30° — а). 
154. Найти эш (а ! 21, если зпа==0,6 и зпВ==0,8. 
155. Углы а и В положительные острые; 


1 п 
сва==:; 005 (а--8)=— 14. Определить с0з В, 


` 156. Вычислить а) $1752 и 603 75°, заменяя 75° через 
45° 30°; 5) зщ 15° и соз 15°, заменяя 15° через 45° — 30°. ` 
‚- 157. Найти & 105° (—=60°-|-45°). . Е 
158°. Формулы, выражающие зщ (а-Е В), с08 (а=Е В) и 4 (&-Е 8) 
применить к случаям: а) а==0, 90°, 180°, 270°, 3605; 
ъ) 8=90°, 180°, 2702, 360%; в) а=8. м. 
[59°. Кели углы а и 8 положительные и а-|- < 90°, то 
зш (а -|- ) <вта-- шв. Доказать это 1) по чертежу и 2) по 
формуле. | 
160. 5 (а-:8) выразить через са и © В. 
161. св (2-58) выразить: а) через сша и 6  Б5) через 
аи №8. 
162. зт (а — В) зш (а-- В) и с0з(а — В) [оз (а-|- В) выразить: 
а) через {са и 8; Ъ) через сваи с В. | 
2168, Разложить за (а -|- 8--1), сз (а 8 -Н) ив (@а-8 р 
‘Доказать тождества 164—173: 
164. зш (а-- 8). эт (а — В) = 02а — вт? в. 
165°. 05 (а-! В). с0з (а-— В) == с05?а — 3128. 
166°. вт (а-- 8). с0з (а — В) = зша. соза -- зщ В. с038,. 
167°. (вша-|- соз а) (зш В — соз В) == эт (В — а) — е08 (8 -- 2). 
168°. с0з (а-1 В). зп В — 03 (а-- 7). пу = 
== (а-- В). сз — эт (а --1) . с08. 
169°. а) 5“ 88 эт (а--В). 5) 1 вс: 428  соз(а — 1) 


09—68 — Ш (а— 8) 1— ща. 18, 55 (ав) 


— 112 — 
2 а 
1752, сшд— 68 22==05%6е22. 17. та — 6032.8. =... 
1725. 4 (а-- В) — 91—13 = (2-3). ю1.43. 
1735. с052—- 05 (120° — а) --со 3(120-- а) =0 Ь 


1 г 
- 1745. Еели {2 1—5 и 3}, пра чем углы аи 8 острые, 


то а-- 8 ==45°. Доказать, 
175°. Еелй а, 8 и т острые углы, которых тангенеы ехть 
1 

> и 5. тоа-|-8--1==45°. Доказать), 


176°. Ееди котангенсы острых углов @ и В суть т | =. то 
а-|-В==135°. Доказать. 

Решить уравнения 177—182: 

177. зп (= а)-- 0 (#— а) ==603а. 

178. зп (а — =): 608 (а-- =) ==а:6. 

179. 4 (=--а). в (—а)-=я. 

180. ут 25. 608 5==608 2х. зш 2, 

181. 5х. 91 24 ==6055.008 2х, 

182, с0з 25.608 35==008 55, 


„Умножение и деление аргумента, 


183. Вычислить: а) т 2а и с05 24, если зта==0,8; В) ш 3а, 
если ша==— 8. 


184. а) Найти 81 363 п с0з 36°. Ъ) Проверить: 
ва 54° — зш 18° == вип 30°, 
`185. В равнобедрэнном треугольнике $ угла при основании 
равен р определить эм и с0$ угла при вершане. 
1565. Если 0<2а< 90°, то вш2а<2зща. Доказать это 
1) по чертежу и 2) по формуле, 


187. 5124 и е0524 выразить: а) только через 5та; 6) только 
через еоза. 

188. (ео 2а выразить: а) через са и Б) через а. 

189. с2& выразить через зса. 


: ‚а 
190. а) па и с0за выразигь через эт 5 Й 6085. Я, Ба вы“ 


разить через 4 55. 


$) В вонце дозазательства объяснить, почечу венригодио 225°, 


— 113 — 


С! 


191". зто п е5зЯ выразить через (=- 


р 
192. Показать, что все тригонометричеекие функция угла я 
выражеютсл раимональнот) через 1 


193. эт 32, 608 За ч 18 34 выразить соответственно через 3: 2, 
6032 и 164, 
194. 5142 и 60545 = через зта п с0за, 


195. Вычнелить 81 сов = и ил если 180° < 5<210° 


5 р) 2? 


п зпа= — 0,6. 
30° 


$ 


196. Найти зп, ©03, & и с угла 15°, полагая 15°== 
(Результаты сравнить с полученными в № 156 Ъ.) 


в о - 45° 
197. Найти я, 603, 4е и (фе угла 22° 307 (= ). 


2 
198. В равнобедренном треуголецике соз угла при вершине 


7 
равен — 5; определить эти с03 угла при основания. 


199, Вычислить т если 450° «а 540° и зша= р? 


го 625 


200. Вычислить с 4 если 45° <4< 90° п 603 а=% 


2015. Еели соза== С и сов е, при чем углы 9 и В по- 
еа— В 1 

ложительные острые, то 1? — — == в] 

2020. Проверить: #5 НЫ 6 —ИЗ-НИ2—2.. 


203*. Выразить зт-= 5 И с05-=- 


: Проверить. ` 


5 Через эт а. 


а а 
204. 1 и с48 >> выразить соответственно через {сни а. 


205. Определить #5 5, если 180° < а 810? и ща= я 


Доказать тождества 206—228, 


2065. 2 вт (902 — а) зт я == —$щ а, 2075. эниа— с0$3а == — сд$ 29, 
208°. мы а Н 603 @)?=1 к эт 24; 6) (осо 2) = =1— 919. 
— 02а 
[0 а а в 
209. а) =; Г эт 2а; ь | ва == с08 22. 


2105. с05? (а -1- В) -Е 05° рии Зе. ООВ ==, 
210, 
Е 


1) 'Г.-е. без извлечения корня. 


М. т “) | 
== (608, —3 5}. Эта. 


Учебник врямо "ин. зрётеном, 8 


ое 


о к 
Ак 
О ВА НИ 22. 2135. а) 11 2-9 =265624 


Ь) е2— ша—ф20524. 

2145. а) зщ 22 149==0322.04; 1) т 24 — сва=— 
— с0822.05 а. р 

2150, ыы 22 

1—ша 11%4. 9 
2165. 1 (я-- 455) в (2 — 45°} =2824. 
2176. 2 т (45° +- 2).з (45° — я) ==00329. 
о 1—8? (45° —а) 

218°. 1-52 (45° —а) 
2199. зп За-сзе а — с033 4.36 а==4. , 
220°. 4 эта. зш (60° — а) .зт (60° -|- а) = яп За. 
2210. 4с03а.с08 (60° — а) .с03 (60° -|- а) = с08 За. 
2220, {с 4.45 (60° —а). 45 (60°-|- а) == За. 
зщ За ++ 83а 


== 90 За. 


2230. = — 0, 
60$ За — е053а 
с — ве? с 
2240. я = За. 3 св а, 


0 а— 045 760° 
2250. а) 1-|-сова==2 05? -5- ; 5 1--зта=2 0037 (45° — $. 


2260, а) 1 — сова==2 125; Ь) 1— ва=2 5? (4&—3). 


25та — 1 24 га о 1 912а 5 
2 Эша -- ща = 228%. — ба ОО, 


229%. Если в а=т и ® =, при чем углы а и В острые, 
то а- 28 ==45°. Доказаль. 
230°. Если & а=т и В = то с03 2а== т 48. Проверить. 


Решить уравнения: 

231.315.6052==0,25. 232. А 5.233. 1— фол, 
234. зп 25—51. 235. а. зпх==6.с08 5. 236.1-|-510225—4 51125, 
231. с052х==0052, 238. с082х==2 81. 239. 1 25=%%. 

240.16 2х==З вх. 241. а(1-{-с05) 8.0085. 242. 1—с03 я—5щ : 
243.а(1-|-созд)==Б.зных, 244.1--созе-езши. 245.1-|-зсд==тАе "5. 


асе 


246. 1-е ==? 5. 241. зщ 3х ==25щх. 248. 0885—4605". 


а 


} 


249. тя. т8л==ы- 250. 60535 .5т 35-9 п32.с0$ За 


г 


Приведение выражений к виду удобному для лога- 
рифмов.—Способ введения вспомогательного угла. 

Привести к виду удобному дся логарифмов и упростить: 

251. а) зт 75° - з11 155; Ъ) зп 182— 511 429;6) соз 152°-[- с08 28°; 
4) с05 48° — с0з 12°. 252. а) зи 5°-|- 51209; Ъ) эм 3°— в 59; 
с) с053°15'-|- с08 179; @) с0$ 5? — 03255. 

253. а) эт (80°-- 0) -- эт (80° ==); 5) соз а -- сов ее. | 


т 259 -|- т 15°. соза-|- с03 В ы 
254. а) зш 25° — 5 15°? 603 @ — 05 В* 


255. а) эт 20°-|-с0840°; Ъ) с0з20° — 5 20°; ©) зта — созв. 
. 256. а) зша-|--с089; Ъ) зта— 6059. 257. а) ва В; 

4) скане В; ©) ва-|- 8; 9 Чаа- №. 

25$. а) ша-|- са; 5) ва— са. 

259. а) зш?а-—51128; 5) с0?а — с0528. 260. а) 1х —118; 
У) са — с 8; ©) а — 458; @) ва — ива. 

261. а) 1-- ша; 5) зта—1; 9 1—25129; @) 1 — 2033. 

262. зта-- ва. 263. ва-—5с9. 264. свв а — са, 

265*, а) 1-5 «а; 5) 1-5сща. 266. 1-5 ща. с В. 

267. а) ИТ-- соза -|- И1 — воза; И1-Е за —И1—оза. 

268. Ива ща--Ива— ша. 

269. а) зта.с03а-|- 318.005 № 5) зта.с03а — т В.с0з В. 

270*. а) 1-1- па-| с030; 5) 1 — а — соза. ий 

271. 1—2 с0за-|-с052а. 272. а) 1|- ща--вса; 5) зса-|-ша—1 

273. а) 1 ша-|- с054-- №4; 5)1-Н ща — с08а— ва. 

274. в) ша сва-- зса-|- сзса; 5) ща— са — вся --‘сзса, 

275*. а) зша-|- В -[ 1 (а-- 8); 9 эта — эт Вэ (я-- 3). 

276. зта-|- эт 2 -|- 81 За. 

Доказать тождества 277—288; 

эта-- т —я са— 

271°. а) о, 2785. о-в -НААв - 

зша--атВ  6083(2— В). 


зи (а--  соза-- 8) 


вта—т в 8115 (&— В) 


зи (а -|- в) — зи (а 4-8) ) 


8 


279. а) ъ) 


-- 116 — 


г087 1-12 51-41 Я | 
р вы 57(15°-22). 2810. ==" 45°: , 
с031—514 562—4 . 2 
282°. а) 22-8 и 5) - 60522 
© а а" 


283. ИГЕзва—и миа =2 515. (если 0: 90°). 


зт22 В ка 
1--с082а °1--60054 22 


2850, а) ($ша-- т 9 —| (с03а-1- 2038)? =4 с05? - 5 В, 


2845. 


Ъ) (та—9щ8)* -|- (039 — с03 9" —4 нь. 


2 
ыы 
2867, и 47.15 сова. сов  ' 

ит Е а 

-зта-- т а 54 


О Зее Се ее 
и. *с0з а -[- с05 За -- с085а — 
2880. {2 За — < 2а —щ а=—% За.463а. ща. - 


—= За. 


Доказать, что при условии &-- 8--у==180° (напр., для углов. 
треугольника) имеют место следующие соотношения (289 —299): 


289*, а) зта-|- т В-|- ту==4008 5.08 - 608 Г. 
ь) = а-- тв — ау сов. 
290*. &) с05 а -|- с0зВ -|- с081==1--4 9 59а р зп ТА 


Ь с0ва-|- сов В — с05у=—1--4 соз 2 сов вт ®.. 


2 2 2 
291*. жа в 8-- ву=юа.ю В.Т. 
292*. оса а В у==еа. и с у-- 2502.56 В. с5с7, 
293°. с зву 1 — 0 5`* 85 в С т. 
294*. в >. Е в. ЕТ а вт. 
295*. а Е пе 
296*. зшза-|- в? 8 -|- 512 у==2-Н2 6052 .605В . созу. 
297*. 03? а -|- с05?8 -|- с03*у==1—26034.6038 .с087. 
298*. зт 2а | т 23 - зт 21 =4 514.518 .5а7. 
299*. с082а-| ©0528 -|- 052; == —1-- 46054, 6058 .с031. 
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Выражения 300--313 преобразовать лля логарифмичеекого вы- 
числения с помощью некоторых простых углов. 

300*. а) (ИБ —1; 5 2—ИЯ?—ИХ а и2на, 

301*. И/З+-1. 302. УЗ—УЗ. — 303. Уб- уз. 

304. 12914 — 305. 1—2605. — 306. ИЗ — 2507. 

307. а И2-1-2 032; 5) ИЗ.зтя—1. 308.*, 3—4 ата, 

309. 3 —4с05° а. 310. 1—3 а, 311, 3 — сёа?а. 

312. 1-|- соза-|- созда. 

313. а) зтя-|- 1 22 -|- чп За; Б) с032 — с032а № соз За. 

314. Преобразовать © помощью вепомогательнаго угла: 

з 


1) Ия-ЕИприа>0 в НИ 1--априр>2/1>0. 
315*. Предполагая, что а>Ь>>0, преобразовать с ПОМОЩЬЮ 
вспомогательного угла: 


а--ь. — а--6 а—5 
1—5; 2) Иа --Ив— 8; 3) ИРИ 
816. Ввести вспомогательный угол для выражения 


- а. 5т2-Ы6, соза. 


‚ 317*. Применить вспомогательный угол к вычислению 
2=Иа?-- 2 —2а6 „сова. 


Следующие уравнения (318 — 330) решить, преобразуя сумму 
или разность функций: 

318. зт32-- зп т==0. 319. с0345-|- с08х ==0. | 
320. зп 55==8Ш=. 321. с0525==е08х. 322. со Зя-эзщ аъ 
323. 512-|-с08&==1. — 324. совх—шта==1: ИВ. 

325. ш5-- в 1==2(1-[И5). 326. № з—св==2 (1-5). 
327. сю 2х — {45==2. 328. 1х--щ Зл==зсх. 5с 3х, 
329. с0зд-|- с08 3х == с05 2х, 380. зп За ==51 25 — эл. 


Раскрытие неопределенности (нахождение 
пределов). 


Найти истинную величину следующих выражений, принимаю- 
щих при данной подстановке неопределенный вид: 
т? а с03? & Зп 


а = 0. тс =-.-. 
331 1 оза "Ри? =9 332 Чаще при а 5“* 


Е. приа=т. 334. $? 4 (е5с? 2—1) приа==90°. 


а 
— с03а '5та- со а 
3 - =: ры — 135 
3 в — ва ПРИ @= 2п. 336. а-я при а==1359, 
р 
337. —= 80а) - при а==0. 


338. ца щ(о-а) при #==т. 


ЗПР а. эт 23 — 1?В.5т2а_ 


339. т (а —: 8) ар 

340. 1 я ы при а=45°. 341. ва. зт а приа -==180°. 
342. == при а==п. 343. . т Я при а==90°. 
и — вы 


Применение логарифмических таблиц к вычисле- 
нию _тригонометрических выражений и к нахо- 
ждению углов, 


Найти по таблицам: 

346. а) 1551121937; 5) 18163547; ©) 1в8121911’12"; 
4) 16 51 47912' 23"; е) 14853915"; Ю1ваш 1°23' 18". 

347. а) 15 с0з 32°8'; 5} $3 с0350°22'; с) 008449 53° 36”; 
4) 15 с0562°47 25"; е) 15 сов 30548"; #18 сов 89° 36'20", 

348. а) 16 21541; Бы 16°735'; в)1ещ 70549 58"; 
4) 1546 14°15; ев) 16% 52127; БЭшиы 89°10' 16”. 

349. а)16 680953; — Ъ) ще 20°26' 48”; с) 16 сш 77221" 13°; 
4) 16 < 45°36’; в) ве 87559' 34"; 1) в ср 15' 40”. 


Найти острый угол, еели данб- 
350. 16 3т===а) 9,40006—10; Ъ) 9,86342—10; с) 9,67466—10; 
8) 9,93410—10; е) 9 87114 —10; 07 ‚86616 —10; 
351. 15 6037==а) 9,86152—10; Ъ) 8,93007—10; с) 9 ,94970—10, 
4) 9,84932—10; е) 9,80800—10; 1) 8,05840—410. 
352. 15 ш:х=а) 8.78649 —10; Ь) 0,00657; ©) 9,46075—10; 
4) 0,07710;  е) 0,00015; Ф 7,35000-—-10. 
353. 1есв;==а) 1,03615; Ь) 9,50180—10; с) 0,37380; 
4) 9,33875—10;е) 9.99995—10; ® 8,00000—10, 


О 
чиелить © помощью логаогфиов: 

354. а) $1205; Ъ) есз41°36' 28°; с) 1075936; 4) 15, 
е) 56405; #) сзе 539 2' 43". 

355. а) 31 2305; Ъ) с0з 7408; с) #6 (— 250°10); 

4) сс 1000° 15'20'; е) зс (—100°}; #) сз 500° 20' 45”. 

356. Найти острый угол, еели дано: 


а) т ==“ 55^ 605 х=0,33984; с) 5 х==4; 4) све х=10;е) зе 21,5; 


ыы 


а : Аи 
1) се 2==2,65047; 5) Чая == 5 51 205; В) се х = Зе 48°. 
Найти углы, содержащиеся между 0 и 360°, если дано: 


357. за. 368. вшх==— 0,682. 359. соза==0,16213, 


360. созз==— 0,2688. 361. щ= В 362. ща=— 2,48, 


363. сел=5. —=®= 364. (ел 0,131. 365. с т==15. 
366. а==—2,5. — 367. с а=10. — 368. свезе= 172. 


369 —376. Определить значение х с наименьшей абсолютной 
величиной (положительное, или даже отрицательное —еслилего 
абсол. величина меньше). 

369. юх— 4 40° | 4 70°. — 3710. ся х=1-- 91250 14' 48" 

371. 608 2-=1 — сю 66° 127’. — 372. зш == 37015' —1. 

373. с03х==1-- 4 1179 374. {5 х— 51 44° | с03166°.. 

375. с°(— 2) ==1 — 03 (- 20°) .5с 70° 46’. 

376. эт (2 -- 1805) =/— 4 152598". 
_ 377. Угол 90°. разделить на две части так, чтобы их синусы 
относились как 1:2. 

378. Угол 30° разделить на две части так, чтобы сину® 
одной части был вдвое более синуса другой. е 

379. Угол 45° разделить на две части так, чтобы танген 
одной части был вдвое более тангенса другой. 


Вычиелить следующие выражения (380—389): 


Е 5 (а -- В) 
380. №—29. ‘зша. м. 


а—=42526'; В ==68° 34' 45". 
381. (а-- эта). (а--с0за) при а = 0,00105 иа== 1439 19' 15", 
382. а?.5а. и —лева при а = 0,020438 и а== 61° 34' 30", 
393. п. а. зта.и созЗа при а==/10 и а=- 42°53' 20", 


если @==7,3862; $ —5,313$8; 


п 
384. ..а. (и -|- с? ),ссли; и==00461; т == 3,957; а 1 


— абы 
385. -5`- 76° (2—8). 0, вели 82514098 и сея-=ебз 3, 


при чем я < 90°. 
386. (а. се’. [- ре | приа—=0,1 я2==117526'38”, 


Я 
387. ( а? . за 5): (т — с033 а), если: 


@=—13190,8; 19 т==0,00259; =. 


о 
388. -- т. 9, если & =143°50' и свет с5са, при чем 
< 90», [к-2А 
ааа 
р ый 5% ВЫ кедии ес 20а ОРГ 
389. па 3605 а -- 4 * 08-5. приа==10, (7)... па==72515'. 


Вычиелить следующие выражения (390—401), сделав их сна- 
чала удобными для логарифмов; 
390. #==п. (511 30° 53' 30" -1- зв 80° 24). 
Е 7 0,0001 
с08 162 41725" — зщ 495 10' 35" 
з 
392. #== (=) . (1-51 11°7' 20"), 


393. х== 2. (1 — 4 61°38' 42"), 

394. х= у/0,005.(1-- 21 41° 19'). 
395. == (2,7148)3. ИЗ —4 052 15057 
396. = Иа?. 52а 2. сов?а, если 


З91. х 


а—=0,014806; 6==0,003984; а=3. ...-.. 


а 3. с0за 
сева —12%ща 
о Ё т 
398. 2 = уз у4— эша, если а=2,1576 иа==81°18' 55", 


397. = ‚ если а== 100,02 и а= 142348". 


399. х= 7 . 1--И1-Е3 ща), если а—=204, (1)... па—36°39', 


400. = 5 1--И 1-46 22), еслиа-=0,26593 и о—67611'47”, 


401. х= 23. (2 зпа— с0з а), если: а == 12,08; а== 1) 80°, 
2) 12°26'54", ; 


$ 


= 81 — 


Тригонометрические уравнения !). 


Из уравнений 402 — 413 определить величину & в общем виде 
и от 0 ло 360° (от 0 до 27). 

402. З5т2==2 с05? д. 403. 5ш == 40 2.404. 3--2совх= да? <. 

405. зпх==—с0$х. 406.ю х=3Зсщх. 407. х==25щх. 

408. с4==3005х. 409. свех= шах. 410. зщ3Зх-=0,5. 


411. сы. 412. 3281. 413. 2—5) =1. 
414*, Найти зависимость между углами а и В в следующих 
случаях 


1) зпа=18 |5) та==— т 9) зта==с0$8 
2) с03&==6088 |6) с05а=—=— 0038 | 10) зпа=— 0038 
3) © а=юв. | Лк 1=— 8 11) в2=0%3 
4) сва= В 18) беа=—=— 08 | 12) ва=— 08. 


415*. В каких случаях справедяиво равенство 
5т (а-- В)= эта -| эт В? 


Решить следующие уравнения (416—411): 
416. в.5т 2--6.005 5 == У’а?-|-02. 411*.а.5тх-- 6.008 ==. 
: ._ 1х 1 
* | — = Ее = № 
418*. З5тх — 9608 =7. 419. т ебаи 8 
420*. 14,36 зт 21-23 с08 #=26,02: 421*. / З-зш х-1-с0зх=И 9. 
422. 6х -- 49? х=2, 423. в х==5т#-|- 6055. 
608 о 
"1-х ^ 
426. в х-- сх = 03 80°, 427. в [+= | —=35 (+—=] р 


` О 


424. зтх-- с035==565-1- 6562. 425% — <. 


428. (4—3) (61-1 562) =4 (тт. д -|- созх с 2). 

429. зт (2 -|- 30°) „зщ (х — 30°) == эт 30°. 

430. 1 х--& (45° 1) =2.* 

431. с03 (а— 6) . зщ (с — 2) ==608 (а-1-6) . в (2). 

432. < 25-44 (х — 45°). вх. (2--455). 

433. 56? х-|-356х.с56х -|- 656? х =4. 434. {© Зх == 6х. 
435. И2. 60825 ==605 2-5. 436. 4510? х-1- 31225 =3. 


5 Е предьлущем см. М 16—24, 101 — 123, 150, 11, ИТ -- 132, 
231—250, 315 — 330. 


—_ 192 - 


437. 2х у. В, 438. зп? 2х — яп? х ==? 30°, 
439*, с0$ 45 с032х -- с08х==0. 440*, с052— 60325 == за 3х. 
441. а. зщх--6.с03х==а. т 2х — 6. 032%. 

442*. эта -|- зп 2х -- За 35==1-- с03х-- 60525, 


443*. сс (п— 34) = (#—т). 444. с05 5 -- 6082 ==. 


445. с36 2 ==686 5 . 446*. $62- 


441. 81825. =1-- 802. да =1 4125. 


449*. зи? х-|- 918225 -=5?35. 450%, вх в 2=-- в 320. 
608 2% су 
1-05 — 0). 
с08 25 : 
453. а 0. 454. в х.с5 2х==0. 455. ув 3х. с #==0. 
зп 22 _ 6082 ‚ 11-60522 _ 5025 
—5- = 
зтх 6039“ 505% 160822 ° 
1 — с0$ 27 __ 5т 2х ; 
вы - 52— =. 
458. Бия, 100855 459. Чех. 2х—щ02.0822 
460*. эт 32.40 25.всет==0. 461. Звх=1— И 86088 #— 29. 


462. сзс И = 463. эт = -|- 05 = я 2. 


464%. 56 я ве х==212, 465*. 1 х-|- с032-- тя. 008 х=1. 
466*. зщ 5-1-с05 2-3 25==1, 467%. зп х— 603 5=85—0 62. 
458*. а. вы? х-|-6. пи. созх с. с08° = 4. 
469.*. Зэт?х —Азшх. с03=-[- 5603? х=2. 
470. зи х— 60% х==5т 2х. 41%. ушах -|- 605 == 2х, 
472*. Найти зпх и эту, если зп х- зту==0,2 

и 6035 с0ву== — 0,2. 
473*. Определить 081 м созу из системы: 


1 ИЕ 1 т 
соз (#-|-у)==в (1—2 6); соцл-у- в +276). 


474. Найти 6х и у, если я у=459 и в=-- ву=10. 
475*. Выразить х через а, В и © с помощью спетельг 


451*. с03х. 60331 —060855.6051х. 452. 


456. 


Ей 7 . Е 118. дж 
а-х.5т12; 6-—х.зщ8: а-Н =, 


: 1 
476. Определить х и у, если 5 (у — у) == 698 (#-[- у) =. 
$) В уравнениях 352—460 дачвые выоажения слолует иредаризтелью 
сократить (ипаче получался посторонние корди). 
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Определить острые углы из следующих систем (477 —493): 
477. зша. 03 у-=0,36; с0зх.зщу==0,14. 
478. зп. зту==0,36; 6085.60$у==0,14. 
479.5 у=азиыа-ршуе=а. 480.5--у=779;5085—с05у-=0,4898. 
481*.5-1- у==аззные.зту==а.482.2—у==48°20'созх.созу==0,48967. 
483.*. эту; р 484. 2 у==96538', Е Е 
485*. 2 у-=о; 40 --ву-а. 486. х—у—=8319 5 з— ву—0,14. 
487*.2--9==0;40 2. у=а. 488. 2— у=5°; (ст. 409—0,8391. 

[94 
489 ау ее =. 490. 23946: ге =. 
491%. Ру 2==180°; щху=2; 481.82=55. 
492*.х--у--2==180°; шх.Фу==3; фу. © 2==14 
493*.Найти положительные углы х, У и г, если 


‘ш--у--2=180° и 4218 ув а==тир. 
494*, Найти положительные углы 2, у и 2, если 


д-у--г=90° и {42:6 9:5 2==тт:р. 


Обратные круговые функции. 


Указание. При решении этих задач нахо помнить © границах, при- 
нятых агсизов (8 49), и отбрасываль, как посторонние, те из получаемых 
ответов, которые не соответствуют этим границам. {Сравн. в алгебре ре- 
шение иррациональных уравнений с арифметическим значением корня.) 


Найти, чему равны следующие выражения (495—491): 


495, а) ато т (-- 5} Ь) Агсвс 2; с) ахс с08 (-- я) 


7 
496. а) с0з (Аге соё 2); Ъ) эт [Ако &} с) в [акс 42 (—2)] 
497. а.) агс с& (сы ы } 5) Агс #6 (4 =); ©) атс с0$ [в =). 


Доказать равенства (298 — 508): 


——-—> В 


3 4 . а а 

4 80, а} аге зп = ==ат 5: гсзи ао и РО 

980, а) агс $ 5 ==атс с0$5; Б)а сэт, в атс ИЕ 
у 


. 5 ВВ РО 
о аг | ВЫ 
4995. аге эт 15 -- ат = 5. 


а ее т и). 
600%, атс соз 5 -|- атс 603; ==ахе се) 
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5910, акс зт 0,6 —- агс т 0,° == — акс эт 0,23, 

‚1 п 1 3 З= 
5020. атс 4, ог ате и: = . 5030, азс с - -- ате Е. 
Определить х из уравнений р 0: 


504. агс #5 (1-[- <) -1- агс в (1— <) = -. 

505. атс соз (х —1) =2 ас сова. 606. ахс & х==2 ас т. 
507. аго сё (х--1)=2 ас со х, 

508. агс с03 > ==2 ас (2—1). 509. акс за 25 ==3 ас зи х, 


510. 2— Аг в (032), 511. 2х==ахе сё (#6 2), 


Решение треугольников. 
(Тригонометрия.) 
Прямоугольный треугольник. 


Обозначения: аи 6—катеты; вс—гипотенуза; 5— площадь тр-ка, 
2р — периметр; № — высота из вершины прямого угла: е и Г — про- 
екции катетов а ибна гипотенузу; Е и г—радиусы кругов опи- 
санного и вписанного;  — медиана, | | 


1) Некоторые соотношения в прямоуюльном треуольнике, 


Доказать, что в прямоугольном треугольнике 1); 
‚ 5120, а) п 24 =8щ 28; Ъ) с0324-|-с08 280; с) зш А. зшВ== 
= вш2 4—5 зш 28; @) вш?А — вп?В = 003 2В == — с082А. 
608 те 2А ЯВ Е 
5140, асус В==е 2: 008 (А— 469) 
== 6//2.с03 (45°—В). ^^ 
5150. а—6==еу 2. зш — == сУ2. зщ (А — 452) = 
=‹И2. зщ (45°—В). 


513°, 


5167. або --аш 2. БТ. АР вв НОА, 
8—@ ай. ет А. с—а В 
Е Ра 519°.— — 055 5200, $ = о 


5) Прием доказательства (в задачах 514—520): выражаем катеты чеоез 
гопотенузу и острый угол. 


1 


2) За?ачи, в потовых даются стовоча и пам. 


521—560. Основные случаи решения прямоугольных тр-ков. 
1. Даны гипотенуза п острый угел: 


521. е=9,35; А ==65° 14". 522. с-=621; А-—=28930'. 
523, с == 86,53; В==33° 57. 524. с—0,298; В 61555. 
525. с—=0,79792; 4—60236'21". 6526. с==015% А-=4195450". 
527. с==3,6435; А == 505012". 528. с-=924,14; В=36°56'41". 
529. с—= 19,084; В==8823'30". 530. с—=2038,6; А==1°3'19”, 


П. Даны катет и острый угол: 
531. а=6,37; 4=4935. 532. а—13,008; Е—43°. 
533. 6—0,1738; А=855: 55'24". 534. 5—0, 29544; ; 5==25031'48" 
535. а— 185,65; А—59545'11". — 536. а-=18,532; В-=53°15'49". 
537. 6—0,029663; А==69°38'18” 538. 6—40; В-=5294'2", 
539. «=8779,1; 4А=86945'40". — 540. $—10000; А==0°21'48", 


Ш. Даны гипотенуза и кахет: 


541. с—=65; а==16; 542. с—113; 65—15. 
543.. с —= 697; а=528. 544. с-=11710,2; —823. 
545. с-=10; а== 1,4263. 546. с-—=0,14198; &—0,68417, 
547. с-—=1,2308; а=0,25125. 548. с—=1000; 6=997. 
549. с‹—=1105; а=1104. 550. с—1001; а==1. 

Т\. Даны оба катета; 
551. а= 261; 6==380. 552. а—=156; 6 —=133. 
553. а—=96; 6—947. 554. а—1,461; 6 =0,87807. 
555. а—=0,097836; 6 —0,10003. 556. в—12,007; Веб 9194. 
557. а=301,98; 6 ==1388. 558. а—8,1511; 6==5,6001. 
559. а=3; 6=80. 560. а—=1; ь-=9000. 


561. Выразить 2р через си А. 

562. По данным с и А определить # и е— {. 

563. Определить и, если с==7,1812 и А = 43°38'42", 
564. Определить г по данным с и А. 

565. По данным аи В определить Г пи йух. 


3) Задачи, в которых данные не основные. 


Решить прямоугольный тр-к по следующим данным: 
66, а:2 == 305; 2-3114. 567. с:а-=4:7; 6257,00. 
558. ==10° А -==51910'30" 563”. Л.= 3,94; с== 10. 


—127 — 


570. $=—25,427; А-= 6923124". БИ. 9=0,1462; с==0,93406. 
572*. с|-а==т=1514; В-—=5697'86", 

573. с-—-а=п==2.5704; А—6054Т, 

574*. а-|-6—=т==215; В==25934' 42". 

575. а 6 =п==10,054; А ==59998. 

576*. а-|- 6 =т = 51,835; с-=43. 577. а-6=и—5; се—=15,498. 
578*. с-а=—т==235; 6=10. 579. с_б—и-==316,39; а=515. 
580*. е—/=—=н==12; В—210, 581. е—{-=и—1,4138; с—=29, 
582*. р —1027; А 171521740". 

583*. а--6 —с=н-==42; А 175945’. 

584. 7—1; А —=36252'12". 585. г—=40; а—208. 

586*. По периметру 2р и высоте #. 


Определить углы прямоугольного тр-ка. в следующих случаях: 
587. 42-1 6? — 496. — 688. а? — 6? =а6. 589. а={. 
590. е:/==3:4. 5691. №:с=1) 1:4; 2) 2:5. 692. е— {= 
593*. с—е=е—{,. 594*. Стороны составляют арифметическую 
прогрессию. 595*.- Стороны составляют геометрическую про- 
грессию. 
596, По данным # и А определить т; 
597. Определить # по данным: е-—{[==и и А. 
598. Определить Ё по данным: а-6 =п и А — В— а. 
599. Определить # по данным ги А. 


Применения прямоугольного треугольника: к равно- 
бедренному треугольнику, кругу, правильным мно-. 
_ гоугольникам и другим фигурам. 


1) Равнобедренный треуольник. 


Обозначения: а =с — боковая сторона; $ — основание; А==0- 
угол при основании; В — угол при вершине: # = высота, (обыч- 
ная); #, — боковая высота; Эр — периметр; 8 — площадь. 


Решить равнобедренный тр-к по следующим данным: 
600. «= 197,92; А =66°36'24". 601. а-=627; В=133°. 
602. 5 —=:15,658; А = 59545'20". 603. $—=5,529; В-= 51911”, 
604. а-=8,757; 6-=13 958. 
605. 5=— 925,22; А = 7214. 605. А —65540'; %, -=20. 
607; 6-= 130,73: 5 -= 1955,8. 608. В — 13°0'14"; 5 == 15038. 
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609. 2р== 10,65; А==12°46'86". 

610. $—250; @:6=17:4. 611*. $5=56; а=14. 

612. В равнобедреннол треугольнике боковая сторона ‘равна а, 
а угол при вершине равен ВБ. Определить радиус описанного 
круга (а==0,76136; В ==180°51'12".) 

613. Основание равнобедренного треугольника равно $, а угол’ 
при вериине равен В. Определить радпус вписанного круга. 
(6—2; В==20746'0"). 

614. В равиобедренном треугольнике высота =—й, а угол при 
основании & (> 60°). Юпределить боковую высоту и разность 
между отрезками боковой стороны. 

615. В тр-ке АВС дано: АВ = ВС =аи / А=а (> 45°). 
Высоты ВД и ОЕ пересекаются в точке Л. Определить ВМ, 
МР, СМ и МЕ. | 

616. В равнобедренном тр-ке высота =, а угол при осно- 
вании а. Определить периметр и радиус описанного круга. 

617. В равнобедренном треугольнике угол при основании 
‘равен а, а. сумма боковых сторон более основания на т; 
определить радиус вписанного круга. 

618*. Определить углы равнобедренного треугольника, в кото- 
ром боковая сторона равна большей части основания, разделен- 
ного в среднем и крайнем отношении. 

618*. Определить углы равнобедренного треугольника, в кото 
ром основание, высота и боковая сторона составляют арифмети- 
ческую прогрессию. [Возможны три случая: 1) из названных линий 
основание есть наименышая; 2) — ередняя по величине 3) — наи- 
*большая]., 


2) Еруь и е10 части. Хорды и касательные. 


620. Доказать, что хорда равна днамотру, умноженному На 
синуе половины дуги (будет ли дуга менее 180°, равна 180° 
пли более 1805) — Вычислить хорду, если радиус =1, а дуга== 
=1) 5654148"; 2) 70°5 140". 

621. Длина окружности равна 100 см; определить длину. 
хорлы, делящей эту окружность в отношении 21:79. м 

622. Радиус окружности равен х, а хорда равна, а, Опреде- 


лить величину (а) дуги. (в==#,). 


623. Хорда равиа ЗАО сим и огутент от понтра круга ‘па 
209 см. Определить величину дуги и ее радпуса. - 
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624. Определить угол межлу двумя хордами, выходтщами из 
общей точки на окружности, если длины этих хорд суть 
127 см и 252 см, а радиуе окружности равен 130 см, (Два 
случая.) 

625. Полуокружносзть разделена в отношении 3:4, и точка де- 
ления соединена © концами диаметра. Определить длину радиуса, 
если разность полученных хорд равна 10 сл. 

626. Хорда дуги а равна а. Определить хорду дуги 4х . (а =12°.) 

627. Определить центральный угол сектора, если его радиус 
равен 162, а радиус вписанного в него круга равен 65. 

628. Определить высоту сегмента, если его дуга содержит 
148°45', а хорда равна 6,188 см. 

629. Определить длину дуги сегмента, в котором хорда равна 
60 метрам, а высота равна 10 метрам. 

630. Определить площадь сегмента по радиусу г и дуге а. — 
Примеры: 1) х=4,181; а= 46944; 2) г==12; а=29° 38’ 10". 

631. Определить площадь сегмента по хорде в и дуге а. 
(4—1; а-=151° 30). 

632. Определить площадь сегмента (меньшего), если раднуе 
дуги равен 7 см, а хорда равна 8 см. 

633. Определить угол между двумя касательными, проведен- 
ными к одной окружности из общей точки: 1) если радиус ра- 
вен 462,61, а расстояние общей точки касательных от центра равно 
857; 2) если длина касательной равна 77,221, а радиус равен 125. 

634. Из концов дуги, содержащей 154° 23' 30”, проведены ка- 
сательные до взаимного пересечения. Определить их длину, если 
хорда дуги равна 50,294 см. 

635. Из концов дуги & и через средину ее проведены к ней 
касательные. Определить отрезок средней касательной, заключен- 
ный между крайними, если радиус дуги равен 7. 

636. Из внешней точки А проведены к окружности касатель- 
ная АВ и через центр секущая АС; точки В и С соединены. 
Определить стороны и площадь тр-ка АВС, если радиус окруж- 
ности =хи /ВАО—а. 

637. Определить угол между двумя внешними общими каса- 
тельными, проведенными к двум внешне-касающимсл кругам, ко- 
торых радиусы суть би 7: 

638. Определить радиусы двух внешне-касающихся кругов, если 
их общая внешняя касательная образует с линией центров угол а 
и имеет между точками касания длину а (а-—32946'; а—= 15.) 


О 
клин грачо ии  тригочом, ы 


639. Из концов дуги меныпей 1802 прозедены касательлье ло 
взачмного пересечения. Определить площадь, заключенную между 
касательными и дугой, если угол между касательными равен @, 
а радиус дуги равен и. (я=1125`49'20"; г==8,0864.). 


3) Правильные милоуольники. 


640. В круг радиуса Й вписан правильный я-угольник: опре- 
делить его сторону (а), апофему (") и площадь (5). — Примеры: 
1) п==5; 2) и=. ” 

641. В черчения, чтобы построить (приближенно) правильный 


Га 
7-к принимают а, =54.. Определить степень точности этого 


способа. 

642. Около круга радиуса В описан правильный и-угольник; 
определить его сторону (5) и площадь (5). — Примеры: 1) п==5; 
2) 1==96. 

‚643. Сторона правильного я-угольника равна @; определить, 
радиус (П) описанного круга, радиус (7) вписанного круга и пло- 
щадь (5). — Пример: а==10; и== 17. 

644. Вычислить периметр правильного вписанного 19- ника, 
сели длина окружности равна 100 см. 

645. Вычислить площадь правильного вписапного 50 - ника, 
осли площадь круга равна 380 кв. см. 

646. Сторона правильного 6-ника равна 84 см, вычпелить 
сторону равновеликого ему правильного 7-ника. 

647. Правильный 9-ник и правильный 10-ник имеют порп- 
метры одинаковой длины. Определить, как относятся их площади. 

648. По данной стороне а правильного вписанного я-угольника 
определить сторону $ правильного описанного и-угольника. 

649. Составить тригонометрические формулы для удвоения 
числа стороп: 1) правильного вписанного п-угольчика; 9) прь- 
вильного описанного #-утольника. 

650. Вычиелить длину диагоналей правильного 7 - ника ‚ сторона 
которого равна 10 см. 

651. Два правильные »-угольника имеют общий цецтр и со- 
ответственно параллельные стороны. Определить площадь, заклю- 
ченную между их периметрами, если сторона меньпого многоуголь- 
ника равна « и отстопт от параллельной ей стороны большего’ 
многоугольника на с. ' 
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652*. В правильном и-угольнике соединены средины после- 
довательных сторон, так что получилея новый я-угольник. Опре+ 


делить отношение его площади (5,) к площади (5) даннога мно- 
гоугольника . (п ==6). 


4) Ромб, равнобедренная трапеция и проч. 


653. Опредедить стороны прямоугольника, если его диагонали 
пересекаются под углом 75° 21' 24”, а площадь равна 562,47 ив, м. 

654. Диагонали ромба суть 85,128 см и 7,261 см. Опре- 
делить его углы, сторону и площадь. 

655. Определить углы, сторону и пло’цадь ромба, в кото: 
ром высота равна 18,048 ем, а меньшая дпагональ равна 
20,419 см. 

655. Около круга радиуса х оппеан ромб © острым углом 4. 
Определить площадь этого ромба. (7==5; а==36°47), 

657. Определить острый угол ромба, в котором сторона есть 
средняя пропорциональная между диагоналями. 

658. В данной прямоугольной тралепии меньшая диагональ 
равна большему основанию =; острый угол ее равен а. Опре- 
делить в этой трапеции: меньшее основание, боковые стороны ч 
площадь. 

659. Основания равнобедренной трапеции суть 143,04 метра и 
120,58 метра, а боковая сторона равна 40,72 метра. Определить 
углы и площадь этой трапеции. 

650. В равнобедренной трапеции даны: менышее основание 25 
метров, боковая сторона 16,248 метра и угол между ними 109° 8' 19", 
Определить в этой трапеции большее основание и площадь. ^` 

661. Определить углы равнобедренной трапеции, в которой 
диагонали взаимно-перпендикулярны и делятся в отношении 3:4. 

652. Определить площадь равнобедренной трапеции, если ее 
высота равна й, а угол между диагоналями, опирающийся на 
боковую еторону, равен а. 

653. Опрелелить площадь равнобедрениой трапеции, веди ее 
дпагональ равна @ и составляет с основаниями угол 9. _ 

664. В данной равнобедренной трапеции верхнеё основание равно 
боковой стороне ==а; угол при нижнем основании равен а. Опре- 
делить в этой трапеции: нажнее основание, диагональ и площадь. 

665. Из точки 4 на стороне ХМ острого угла ММР опу- 
щен перпендикуляр АВ на сторону ХР, из точки В — перпен- 


9* 
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дикуляр ВС на сторону №1[, из точки ОС — порпендикуляр СО 
на сторону ХР, и так далее без конца. Найти предел суммы 
этих перпендикуляров, если угол ММ№Р равен а, а отрезок МА 
равен 4. (д =—64°20'; а == 100.) 

666. Даны две взаимно-перпендикулярные пряные ММ и РО, 
пересекающиеся в точке 0. На линии ОМ взята точка А и из 
псе проведена к ОР паклонная АВ под углом ОАВ, меньшим 45°; 
из точки В восставлен перпендикуляр к АВ до пересечения к 
точке С с линией ОМ, из точки С восставлен перпендикуляр К 
ВО до пересечения в точке ДР с линией ОО, и так далее без 
конца. Найти предельную длину полученной спиралевидной ли- 
нии АВСЛЕ..., если ОА-=аи / ОАВ==а, (а=50; а=44°.) 

667. В квадрат АВОР вписан квадрат ЕЁЕ@Н так, что 
Д ВЕЕ-=а (предполагая ЕЁ между АВи ВО). Определить ЕЁ, 
если АВ=а. 

668. В ромбе проведена линия, параллельная диагонали, и концы 
этой линии соединены с вершиной ромба, лежащей по другую 
сторону той же диагонали. В полученном равнобедренном.тр-ке 
угол при вершине =8; а угол ромба при той же вершине==а. 
Сторона ромба==а. Определить боковую сторону названного тро- 
угольникЕ 


Косоугольный треугольник, 


Обозначения: а, 6 и се — стороны треугольника; А, Ви С-- 
противоположные им углы; 5 — площадь; 2р — периметр; В — ра- 
диус описанного круга; ” — радиус вписанного круга;й,, , ит.— 


высота, равноделящая угла и меднана, соответствующие стороне а. 


1) Задачи на соотношения в косозлольном треузольникс. 


Проверить следующее (669 — 693): 

659%. Если с03 4 -|- с08 В == т С,то треугольник прямоугольный, 

6705, Если 6. с05 А =а. 03 В, то треугольник равнобедренный. 

6710. Если а.с05. А=6.с0$ В, то треугольник или равнобедь 
ренный, или прямоугольный. 

6725. а—=6. со С --с.ссв 1). 6739. а==1,. (с В-- аа С). 

6745.5. соз В3-с, 08 С == а. воз (В— 0). 

6759. 2:31 С == (а? — 92): 1 (А — 0). 


*) Сиедуот иметь в виду и случай эпуного угла, 
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А —- А 
675*. 15 ($- в) = а 5’ 677). 4 А== 
6780, Кели а? = -—60*--, то А =120°. 


6790. а (6-6)? зщ (6—е)?.60825. 


а. зп В 
е— а. с03В 


6805. 4? = (В-- с) —4%. оз? — ($ — с)? -- 4% „аш. 


2 
6815. д? — 52 ==е. (ас03 В— 6054). 
6827. а2-1- 52 -|- с°==2а6 .с0з С -|- 2ас.с03 В -- 246.008 4. 
6830. д? зш2В-- #2. зш2 А ==246 .зш С'. 
6840. 62-1 с? ==а?-- 45.48 А. 
6850. Треугольник равнобедренный, если а== е . 08 (. 
686°. Треугольник НН еслир . 45 -; —=(р—а).св ты 
687. (р—а) ва =(е—5. и 8 5=(—9. . ие 
6880. 98—27? . зщ Аш Ввш С. 6896.5 —= 22. сёо ЕС. 
690*. $— 4х. сов со. оз. 691*, +-—=40 . зщ в 5 ш-- 
692*. №: :й, = 86 А :686 В:с56 С, 
6930. О — центр круга, описанного около тр-ка АВС. Площадь 


С 
2 


тр-ка ВОС равна: - 02 в случае 4 острого и 1 . 5тЗА 
в случае А тупого 

694. Выразить зт А и 508 А через а, В, сир. 

695*. Существует вид треугольника, в котором котангенсы 
половин углов выражаются тремя последовательными целыми 
числами. Проверить это и найти отношение сторон такого тре- 
угольника. 

6965, Еелая стороны тр-ка видны из центра вписанного круга 
под углами ©, Ви 1, то 45а. вт В-в5шу==зш А -|- зп В чш С.. 

697*. а) Если синусы углов треугольника составляют арифме- 
тическую прогрессию, то котангенеы их половин также соста- 
вляют арифметическую прогрессию. 

‚ и а, 6 |. с составляют арифметическую прогрессию. то 


св с Ри се 2. также составляют арифметическую прогреесию. 


бов. с помощью № 672! получить выражение синуса суммы 
(для двух углов треугольнека). 

6990. Диаметр круга сделаем дпагональю вансанного 4 - ника. 
Тогда, по теореме Птолочел, можзио получить выражение синуса 
суммы (для двух острых углов, лежащих при одном конце дпамотра). 
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700. Доказать, что равноделящая угла в треугольнике делит 
противоположную сторону на части обратно-пропорциональные 
синусам прилежащих углов. 

7015. Доказать, что равноделящая стороны (медиана) треуголь- 
ника образует с двумя другими сторонами углы, синуеы кото- 
рых обратно-пропорциональны соответственным сторонам. 

702. Каким числам пропорциональны стороны треугольника 
углы которого относятея как 


1) 1:2:3; 2) 1:3:$3; 3) 4:15:60? 


703. Определить углы треугольника, если его стороны отно- 
сятея как 
1) 3:4:5; 2) 3:5:7; 3 4:5:6. 
704*. Угол 180° разделить на три части, синусы которых 
относились бы как 5:6:7. 


8) Основные случам решения зосолольныт трепольников. ; 


1. Даны сторона и два угла; 

705. а=370; В =86°3'; (== 50555'36”, 706. а=450; А=871955'; 
В— 10252' 51". + 107. а=951; В=126°48'; О =—13941' 8". 

708. а==97,515; А—102548'; (-—2196'. 709. 6==13,024; 
А ==11°48' 45"; В-=188°42' 15". 710. с-==15,948; А—51938' 3 317; 
В=18° 19'2 2". 

П. Даны две стороны и угол между ними: 

711. а=510; 6—=317; С = 76° 18' 57", 3712. а==225; 
$—800; С =36° 44’. 713. а==2,296; с =1,637; В== 19° 51' 46"; 

714.0—28; с-=42; 4=124° 715. а—30,986; с—=69,014; 
Б— 81° 47’ 16". 716. 6 — 40,326; с—=32,114; А—730 40’. 

Ш. Даны две стороны и угол против одной из них: 

717. а=87; 66—65; 4А=15°45. 118. а—=34; Ь—98; 
А=14° 15’. 719. а==16; 6==65; А— 14915, 720. «24; 6—=88; 
А ==26945' 

721. 360 с=309; С==21914' 25”. 722. а—и3,897; 
с —= 8,425. А == 1269 42' 36". 1723. а — 0,4866; Ь— 1,8987; 
В== 11° 3' 20". 

724. а—13,807; с==8,136; С—119 36' 32". 725. $—263,09; 
с == 215,4; В -=1702 44 42”. 726, в == 19058; 6 = 28,198; 
Д == 31° 1604". 
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727. а= 451,08; $==169,93; В-=21249' 45". 728. е==9579,8; 
с—=10; А —=130°21'35" 


Г’. Даны три стороны: 
729. а=19; 5=34; с=49; 730. а=89; 5=321; с-==395. 
131. а=; 2-—488; с==485. 732. и-==0,099; $ —0,101; 
с = 0,158. 
733. а=1125: $—11341; с=1205,4. 734%. а=5,134 
Ь— 1,268; с-=9,313. 735. а-=421,63; 2 ==409,81; с ==335,94. 
736. а-= 1,2345; 6 =2,3456; с== 3,4561. 


3) Некоторые неосновные случан решения косоуюльных тр-ков. 
Решить косоугольный треугольник по следующим данным 1): 
1. В числе данных только один элемент размера *): 


737. П=17,9235; А-—118°17; В—48° 164. 

738. б—=501,97; А==15928' 40”) В=45°0’23". 

739. —5,3708;8 В==115°10'27”; ©—598' 38". 

740. 1—0,75868; В=98°31; 0=4°55". 

741*. а- 6 =т==488,8; А-10°24; В=40° 16’. 
142. а—-6=и-23; А==108°9; В=18°, 

743*. т ==1,3807; А==102532' 40”; В=589 11’ 20”, 
144. № —=п— 60,3; В—46° 28'51"”; С —=80°28' 23". 
745%. Эр 420,16; А 24537 4"; В=—=52930' 56". 

740%. 2—5; 4-=92031’10”; В 3901898". 

741. с=1,2304; а:6—3:4; В= 48°. 

748. а=63,516; 6:с=9:11; А=95°80'. 

749. с = 226,88; №: ==63:65; В=11°м. 

750. а=15,988; 4 —46°20'35'; 6—=а, 3). 


И. В числе данных ‘Эва элемента размера. 
751. 6==29; #=31; А ==68°45'. 
752. 9—=2423,4; а=425; В=124°38'. 
753. а=32; 6—25; А =28. 
754. ань-—36,5; П = 19,063; А— В-=. 19°31' 18", 
755", а =т=8 М1; с==353; (О —18041'8”. 


>— 


$) Обознач. ем. на стран. 132. 
2) Т.-с. только одна линия или площаль. 
3) Через а, обозначена проекция стороны а на сторону с. 


Е 


756*. а—В=и-=6,457; с==1$,309; С=539 0. 
757%. а 6 ==14,317; с==5,189; А = 102939, 
758*, а—В = 6,232; е—=15,146; А ==18°40', 
759. 55—15; а6=48; зш А-=е0з В. 

750*. #,—=60; #,=36; а: П==с03 А. 


Ш. Даны три элемента размера. 
761. а—=23;=45; 1==25,.098; 762. а=120; 6==29; 
#. =23,162. 
263. 4—0: 6—8; 9=518. 1701. 5—6: с 16 д 66. 
768*. 20:61; м —14, 705 1-6 118, 
167". 06—42; се=28; [—12,809. 


4) Задачи ‘с иными искомыми, чем сеновные. . 


768. Определить П, если а—=0,76048 и А = 1365 32' 54”. 

759. Найти Й„, если: а = 13,807; А = 24° 37; В==123° 11'45". 

770. Найти [, если: а=2,3698; В—=47°36'; С==24° 26’ 38". 

771. Найти 7, если: а==316,29; В =—=93046'; С =—265 37' 18". 

772. Определить Д по данным: а, би С. 

773*. Найти {., если: $ =0,12307; с ==0,20353; А == 84° 27' 10". 

714. Определить т, по данным: 6 —=4; с—=5; А —62°37' 15". 

715. Определить х по данным: В е=ж, аи А. 

776*. Найти №, и й, если 1№,=10,24; В==5°35' 12°; 
С— 62° 10' 48". 

717. Определить р по данным: й, Ви С. 

778. Определить 7” по данным: 20, А и Б. 

119*. Определить Д по данным: а==8; В==19°10'; 5-95. 

780. Дано: а==5; 6—6; В—=2А. Определить с, В и г три- 
гонометрическим путем, но без помощи таблиц. 


Некоторые применения косоугольного 
треугольника. 


7810. Доказаль, что площадь параллелограмма равна произве- 
дению двух смежных сторон его на синус угла между ними. 

7820. Доказать, что площадь всякого 4-угольника равна по-. 
ловине произведения“его диагоналей па синус угла между ними. 

783. Но гапотенузе с и острому углу А определить равно- 
деляшую прямого угла в этом треугольнике, 
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784. В равнобедренном тр-ке угол при вершыите равен а, а 
бисеектриса этого угла равна 2. Определять биссектрису угла 
при основании. (а =120°.) 

785. В равнобедренном треугольнике, в котором угол при 
вершине содержит 10° 46’, проведена медиана боковой стороны. 
На какие части она делит угол при основании? 

786. Решить равнобедренный тр-к, если боковая сторона == 
—=6,27 и боковая высота ==5,75. 

787. В тр-ке АВС дана сторона а и углы Ви С. Определять 
расстояние от центра вписанного круга до вершины 4. 

788. В параллелограмме диагонали равны 654 м и 460 м 
и пересекаются под углом 58°. Определить углы, стороны и пло- 
щадь этого параллелограмма. 

789. В параллелограмме даны: сторона, равная 25 см, и диа- 
гонали, равные 34 см и 56 см. Определить другие стороны, углы 
и площадь этого параллелограмма. 

790. В равнобедренной трапеции большее основание равно а 
п образует с боковой стороной угол а, а с диагональю угол В. 
Определить боковую сторону, меньшее основание и площаль этой 
трапеции. 

791. В равнобедренной трапеции днагонаяь равна { и образует 
с бблышим основанием и боковой стороной углы а и В (при 
одной вершине). Определить в этой трапеции углы, стороны и 
площадь. 

792. Определить углы равнобедренной трапеции, если ее диа- 
гонали взаимно делятся в отношении 3:4, а угол между их 
равными отрезками содержит 107° 31' 12". 

793. В равнобедренной трапеции диагональ равна 26,348 см, 
а меньшее основание равно 9,371 см и образует е боковой 
стороной угол 112°. Определить боковую сторону, большее осно- 
вание и площадь этой трапеции. : 

794. В трапеции даны оба основания аи ф @> Ь) и углы 
аи 3 при основании а. Определить боковые стороны и площадь 
этой трапеции. 

795. В трапеции даны основания: 51 см и 80 см и боковые сто- 
роны: 27 см и 42 см. Определить углы и площадь этой трапеции. 

795. В данный правильный пятиугольник вписан также пра- 
вильный пятиугольник, у которого стороны образуют с болыпимн 
отрезками сторон данного угол @. Определить сторону внутрен- 
него пятиугольника по стороне а данного, 
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797. В четырехгольнике АВСЛ дпагональ АС’ равна 68 см 
и образует со сторонами 4-угольника углы: ХСАВ == 00°, 
СА. =60°, /АСВ==4649 35" и /АСВ==11°38' 1". Опре- 
делить стороны и диагональ ВО. 

798. Окружность разделена в отношении 3:3:5:8 и последо- 
вательные точки деления соединены между собой. Определить 
площадь полученного 4-угольника, если площадь круга содержиг 
301,29 кв. см. 

199*. В 4-угольнизе АБВСШ иззестно: АБ-=65, ВО —= 65, 
Ср=9, А) т5 и С -=18, Показать, что около этого 
4-угольника можно описать окружноеть. 

800. Из общей точки выходят две неравные хорды, образую- 
щие между собой угол я. Определить радиус круга, если длины 
хорд суть в и с. (а==60°; 6 =11; с==13,) 

801. Из двух дуг равного радиуса одна вдвое более другой, 
а хорды их содержат 13,64 см и 1,33 см. Определить величину 
дуг и их радвуе, 

802. Определить угол пересечения двух ани 7), если 
их радиусы суть 99 и 101, а расстояние между центрами 158. 

803. Три круга, радиусы которых относятся как 1:3:9, 
внешне касаются друг друга. Определить величину дуг?), заклк- 
ченных между точками касання. ' 

804. Взята дуга АБ, содержащая 1505; точка С этой дуги 
соединена с точками А и В, при чем хорды АО и ВС отно- 
сятся как 5:7. Определить длину этих хорд, если хорда АВ 
равна 125 см, 

805. Дуга РМО делится точкой 1{ на части, разность кото- 
рых равна 52° 40’, и хорды которых относятся как 9:5. Найти 
величину угла РМО. 

806. Из общей точки проведены к кругу касательная и се- 
кущая, которые составляют между собой угол 63°23'; внутренний 
отрззок секущей равен 5 см, а внешний № см. Определить 
радиусе круга. 

807°. В данный треугольник вписан круг, и точки касания 
соединены между собой. Определить стороны полученного тре- 
угольника по сторонам данного. 


#) Т.-е. угол между касалельцыми, прозбдоЕвоими через точку пересе® . 
ченчя окружностей. * 
2) Т.-е. градусные выражения дуг. 


Задачи из практической тригонометрии. 


808. Вертикальный стержень (гномон) в 1,5 метра, укреплен- 
ный на горизонтальной плоскости, отбрасывает тень в 1,869 метра. 
Определить высоту солнца. 

809. Поставив на’ расстоянии 30 метров от башни угломерный 
инструмент, вышиною в 1,35 метра, видим вершину башни под 
углом 40° 24" 1), Определить высоту башни. 

810. Для определения высоты башни провели по направлению 
к ней горизонтальный базие длиною в 30 метров. С концов этого 
базиса вершина башни видна под углами 34940’ и 18°25'. Высота 
угломерного инструмента. равна 1,3 метра. Определить высоту башни. 

811. Чтобы найти расстояние между точками А и В, из ко- 
торых первая недоступна, провели базис ВС и измерили его и 
углы СОВА и ВСА. Вычислить расстояние АВ, если ВО -= 115,2 м, 
'/СВА=60? 44" и /ВОА=51°20'. 

812. Чтобы найти расстояние между точками 4 и В, не вид- 
ными одна из другой, выбрали точку СО’ и измерили расстояния 
СА и ОВ и угол: АСВ, Вычиелить - расстояние АВ, если 
СА—=57,3 м, @В-==120,А м и /АСВ-==13°28'. 

813. Чтобы найти ‘расстояние между двумя недоступными точ- 
ками И и В, измерили базис СО?) и углы ОСА, РОВ, СОВи 
ОЛА. Вычислить расстояние АБ, если: СД =125,3 м; /ЮОА = 
—86°52'; /рСВ = 38°27'; /СРВ==110°42'; /СРА-=46°14'. 

814. По берегу реки проведена прямая линия длиною в 54,3 м; 
лучи зрения, направленные из концов ее к предмету на противо- 
положном берегу, образуют © ней углы в 12934’ и 65°40'. Опре- 
делить ширину реки. 

815. Горизонтальная линия АВ рассматривается из точки 0, 
которая лежит в одной вертикальной плоскости с АВ, по одну 
сторону точек 4 и Б, ближе к А и выше АВ на а м. Точки 
Аи В видны из точки С ниже ес горизонта на углы а и В. 
Определить длину АБ. 

816. На горе находится башня вышиною в а м. Наблюдая 
последовательно © ес вершины и основания предмет, находя- 


#) Т.е. луч зрения, направленный на вершипу базини, составляет 
угол 40924’ с соответствующим горизонтальчым лучом зрения. 
2) Точки 4. В, Св 2 предполагаются в одной плоскости, 


щийся в долине, видят его ниже горизонтальной плоскости на 
углы х и 3. Найти высоту горы, 

817. Воздушный шар, диаметром в а хстров, виден с поверх. 
ности земли под углом зрения 2, а центр его впден выше гори- 
зонтальной плоскости на угол В. Определить, на сколько метров 
поднялся шар). 

818. Наблюдатель, находящийся на высотей метров над уров- 
нем озера, нашел, что облако видно на угол а выше горизонта °), 
а изображение этого облака в воде—на угол 83 ниже гори- 
зонта. Найти расстояние облака от поверхности озера. 

819. Сколько километров в минуту описывает вокруг земной 
оси точка, географическая широта которой есть 56° 12’? Радиус 
земли содержит 6370 километров. ) 

820. По направлению с севера на юг идет стена вышиною 
в а метров. Какой ширины ее тень, когда солнце находится на 
юго-востоке на высоге ар 


*) Т.е. центр шара. 
2) Т.-е горизонтальной плоскости, проходящей через точку ака, 
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1 1 8 1 5 
1, а) Е Ъ) 54° ©) 16’ 6) 10’ 6) 900’ 9 72000 5) 96 
241 130387 , ”. ’ ори 
3) у 0 т, К) АЕ 2. а) 5°; 5) 4° 26’ 40"; с) 2Г' 36"; 


ОО ЕТи1 о 29г 41/1 п п п 3 
.@) 25°42'51"1); р 163° 38' 11”1). 3.2) 5, ь т от, 9 1% 
е) г. 9 = 5 = 5» В) га р) т, К) ет р т, ш) бт. 
4. а) 1,047; Ь) 3,927; ©) 5,236; а) 2,225; 6©).0,458. 5, а) 30; 
Ь) 22° 30; с) 16° 21 49"; 4) 63° 39' 43”; е) 2° 51’ 53". 9. 0. 
10, с. 11. а—В-Рс. 12. (@—В)3. 13. а?— (2. 14. 0. 15. о 


-16.тя==—1. 17. 009 = (уз —1). 18, Уши. 
19. т = ==0. 20. 1 х==0;2. 21. с #=2. 
22.16 =0. 23. ша= Но. 24. Невозможное. 


25—47 см. в таблиц. на стран. 142 и 143. 
50. 1 — соза. 51. — (1 ата). 53. с052а. °’ 58. вса 
61. сс а. — 63. 4%? а. 64. а) 2 5: а—1; 5) 1 — 2605? а 
* >» а. 
65. 1 66 1--40?а 68 ы а—1. 1-— сша 


1 а с03 4." 1—4 45 а-|- те г‘ ева 
с —1 
70. 56 @а— — ив, 71. 9. Г т 3 212 — из. я 
104. р 105. пя =- ИН 105. Ч 9==-- о. 
—а 


т 
107. не-ьу 2Ы 168. сва-=- сы 1.5 109. Е 


110. зп 2—0. 111. в1=2; я 112. Уп = 2—1. 


э 


1% С точностью до 0,5". 
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р 9 ож ый ы 1 = | А ВЕ $5 
в т и: $ (:-) В. 
в р В. 8 = т Ее е у -- РА 
ев | с ВА — ие (=) 8 
| Зы. | | у 
61 вл ты вл = (0—) 0$ 
о" ря р о 
в (СТ = 620 = += 90 = (8'0) 62 
ЗЕ ее ы  ью |эем |овюфи | — 
РАЙ э- 4 =. (5 2) и ыы и р — Е 
АНИ" | г т юЗю "т т =| `86 
и. гв-ем | ое 
Е © 3 ав 2 га 3118 
25309 —1Л 2509 | 
в тя = (® 509) | 2;500— 
—— ——< 1 
р ик оз — 1 ВНЕ | яч -Т 
И О © из ^ | вом = (© 915) 
в. ОВО >, цент д ЕЕ ие ВЕ. —=—— - т | 
ро ъ 95 | хо 32 | з 3} | р 509 | 2 ШЗ 


+) В ответах ва задачи 25—43 первое решение позучии, взяв верхние знаки, 


а второе—взяв гижние знаки» 
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ппинононииииочинииириаищииитфунчаиииииииияии числ чиззииопао ионов аионицамипиьаниимния дрожи оон иванович иво 
ее тс нии 8 _— 5 6 |. 
т р (601 —) 0 т и 0с 
т — = Га 3 Т— а 
ИВ те Е РЕ В Ре и Е а 

С ий я— = ии 

е се жай =: (80 —) 96'0 

66 0& 66 (© | [О 

101 10 08 вт? 08 66 

МХ Е И Ч ы ( 5ЕРА — «НИ 
Е аИА | ад 9 | о. 2 
че 5—5) А Е 9—2 А _ р: в. 

в“ а 1- А” а © 9—7 а” 
же И о С. Е 22 ( Ч) 
чо г Чо ий ой Чл * Е? 

оО Чы с $ ВУ 
вл — & Д= г $ Л= =. — 
и — | СА вл = бы | = . 

‹ ст 57 2 — СЕ а ет = г НИ 
УС | ет” ы Е: а И <_ 
т 0 \ В - 08 6 — 6 _ 
[728 | Г ий: 0 тЫ 05 в .. 
8л ВИ: =. Е 8 6 - 

_ .8 Е Г Я 
от ха ыы | № = 

Я = | ия = (&—) 1 | 80/ = | ПВ = 
Ре | | т 8 | И | И 
т и 8 Ст 8 91 


_2 
5 


115. се д==28. 
118. чп; 


1. 


ИВ 
5. 
10%, 
ь 


114. созх 
117. 4 х= 
120. зпх 


НС: 


) — 


62—20; 2) а" — 6 =4; 3) а.в 


1 
0; =. 


60$ 5 
116. & 5=1. 
119. 56 ==2; 
122. 1) а? 
123. (в -—1)п=3. 


713. 


ЗИ 
. 608 1629 30' = — сз 179307. 

. 51 3409 — — с03 10°. 

. Эа 75° — с03 159; зш 150° — п 30°. 


130. а) — 1 20°; Ъ) с0з 10°; е) 81309; 4) соз90®. 
131. е) 45 30%; 1 —1540°; в) св 45°; В) & 30°. 
132. 1) —с5610°; К) 3610; 1) с: 40° т) — зе 10°. 


2 
.а) соз 0,21; Ъ) со от © ит —с030,1т. 


9596590; 90. 135. 9—0; 9 УЗ а— 


136. с05 50° -= — с0з 130°. 137. — 20а. 138. 2 соза. 139, 1. 
140. —1. 141. 22-- 62—2а6.соза. 142. — 53а. 143. сша. 
144. — соза. 145. 0. - 146. 002425, 147. — 6452 40°, 
148. зш (а— 905) = — соза; 08 (а— 180°) —= — соза; 
$5 (а — 3605) == в а. 150. в2—— 8. 151. ша 73 
о 2 ® 
1-Е юа : й 
152. —1. 153 Е. Ь) 51а © — та. 154. ти 
+= 0,28. 


156. 5° 166. 5'7(/8--0а (5—1; 52 УЗ—1и 
ЖА = = се ВЕ св а 
«(ИЗ 1. 157. —@-+ 3. 160. сет. 

17% 4.68 162. а) ва —шр 


у ва. св ВЕ 1, ) 
ав ща 


161. а) сиб Роща! 
з ва. вв ь сев — сева — сваю В-Ь1 

1—вавР серва = са. Г 

163. т (а--В--7])===та. с03В ‚, соз1 | соза.зшВ. созу -|. 
— с05а.. с058 . шута .зтВ.вау; соз(а-РВ-Ё у)==с03а.с03В .со5у— 
Эа . 518 . 05-31. с038 .3Шу-—с03а. 518. зу; 1 (@--В-- у= 


— ват — 62.6351 
аула 

177. х = 30°-| 360°. в, 150? —|- 3609. я, 
а—6. ща 


178. | 
79. ве=-ы/ па 
у ве у РЕ 


180. х = 180°.п или х=пи. 


т 


г С 


181. х=30° 1 602.п или ==. В 


182. х=90°.я, 60?.п или = ее п, т.п. 
183. а) 0,96; —0,28; ь3 ге 


184. /10—215; КИ5--1) 


20. 119 
185. 169' — 199. 
187. а) 5 2этар 1 — 5122, 1—23127; В) 3-9 созар” 1—60322, 


2 с05°а —1. 


Со? а— 1—0? а. 
188. 
ы ИР м ® Ра. 
862 а 
189. =. 
2 — 5624 
25 
190. а) Эт“ 6035, 60825 — 85 $ 6) — . 
5 2 2 2а 
1—© э 
2 
2 55 1 — 1875 
191. 5} =. Указание. Сначала пишем: эт 4 == 
И Ы 28 12% 
251 5 608 5 608? 5 — 81° 5 
и 6 =—— 
2 24 2_ 172 - 
со: 25 -|- 8125 603? 5-|- 81? ; 


192. Так как через эта и с0за остальные Функции угла а 
выражаются рационально, то достаточно расемотреть ша и с0за; 
относительно же их см. решение задачи № 191. 


— {03 

193. Зата — 431324; 4 с033а — 3 с0$а, За — ва. 
: 1 — 343а 

194. 4зша . с053а — 46034. 5134; 08% — 6 605? . за -|- $1142. 
195. Ибл; —И0,9; —3- 
196. 1/5— УЗ; ЗИ2- ИЗ; 2—3; РУЗ. 

1 —щ! ЕЕ == = 
197. 52—95; 5И2--И2; И2—1; ИЗ-1. 
198. Зи. 199. 5 200. УБ5— 2. 


5 
а . РА 
203. Имеем: $112 5 5 Я 60521 5-1 и ты 560 >= $119; отеюда най- 
р а Же . а: 
дем: ть -|- в085 = УИ 1- ма и ть — 6085 =-5И1 — ща. 


Учебвик прямолин траговом. 10 
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+ 2. 6% Я 
5 помощью этих равенств получим для $15 и 6085 по четыре 
значения. Но если перед тем и другим корнем знак можно будет 
выбрать, — добавив какое - нибудь новое условие, —то задача 
будет иметь только одно решение. 
1 И1- а, 


204. о Е о 
205. —2. 231. х==15°-- 180°.п, 75°-1--180°. или ж=ай.и-- 


2 
+ (— 1)". +5 232. д НЕ ит. 


233. 2=22930' -- 90°. иилия==Е-|-5-й. 
234. з==ти, 5; --2ти. 


Ь 
2 к 5 —2а° 
236. о 360°.п, —-135°-- 360°.и =45°-Г 90°. т 
237. 21 =. ==360°: я, 2.==-Е 1202 {- 360.» или ве 3605-м, 
120°.т 1. 
238. х—-5 30° -1 180°.п. 239. х==пи. 


240. х==пи, Е к пи. 


235. с054-=0; Е 


п. В _ 
241. с03-' р) 58° Л 
242. х—=360?.п, 60° | 120.п, 300° ---120°.* 


243. 60 == 0; 5. 


244. х=2 пи, 5--2пи. 


т— 2-5 Ит (в — 8) 
ат | 
246. 2. ==л,=1-- 2 пи, д = 3-2 ти или х=п-|-2 пи, 


ея, 247. 2=:180°.м, 309 и|- 1809. п 


245. с0зх = 


218. = пи, н- --2 сн. 


249. х—=-5 45° -|-360°.ж, -Е 135° | 360°_и, 30° -|- 360%, 
1509 360°.п==45° 1- 90°. т, + 30° -[- 1809. т 

250. зш4х=2=1; ЖЕ 5. 

251. а) ИТ5; Ь) 18°; с) 0; 4) — 18° 


*) Формула 120°.т выражает дуги т; И хз вместе: мы получим ес, 
если заметим, хак расположены ва окружности концы взятых дуг. 
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252. а) 2 5т 129 30'. ©0571 т Ъ) — 231 15. 2084; 
©) 2003 1057 30”. с0$ 62 52' 3 ;. @) 2=1 15°. вш ИР. 


253. а) с0за; 5) 2 6052 05. 


254. а) 4 20°/4а5°; 5) са еже. 
255. а) 25 35°.с03 155; Б) ИЗ 5.511 259; с) 251 (155) ь 
. 60$ (= -- 45°] . 
256° И 5.с03(а — 45°); У зт(2— 45°). Или по $ 68; 
зта-Е 608а=У”Я . (а -= 455). 
эт (а-Е В). ‚) ма -а). 
257. 8) созда. со г ы Эта.’ 
258. а) 2с5е2а; 5) —2 82а. 
259. а) вт (а--В).вш(а —8); 5) яв (В -|- а). ма (8 — в). 
, 81 (а-- В). зщ (а — В). т (Ва). т — ©). 
9. = 6052 а. 60528 у Я? а. 5128 


ми 5 | 

_ воз (а-Е Юва), 8) —2с 2а. сзс 2а. 

6082 @ . 511? В 
261. а) 2505? (45° в 5} Ь) — Зы? (1 а 5} с) воз 24; 
*'0) — с0з2а. 
262 205? ща. 263. (1 —45°). 264. 5. 

т (45° а). ь) эп (а-Е 45°) 
05 458.6084’ ” 1455. 51а. 
эт (Ва) 


° сова. 81’ 
567. =) Эш (15° к 5} ъ) 251 (45 9% :) ь 

268. Зы (45+ 5)- Иша. 

269. а) зт(а-—В).с08(а— 8); Ъ) сов (а-- В). зщ (@— В). 

270. а) ИВ. 6035 - 608 8— 45°); ъ) у8. $1 5-51 В = 45°). | 
Указание. Сначала заменяем 1--с03а и 1—с0ва. [Ответ 
для а) можно получить еще по № 289, взяв эш 90° -|- ша-|- 
- вп (90° — а). 1 

271. —45125 2* 6087. 


272. а) 2.603 5/ эп (+5° —5} Ъ) ИЗ. 515 д/ в (1° —5). 


19% 


сов(а—®), 4) 08(а3Е В) 
с05а.5т 8’ ’5та.е088° 


‹) 


® — 


265. а) Указание. 1 == ы 45° 


== 045 45°, 266 
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я) Е 
273. а) РВ. 5 (45° 2). С — 60521. Ь) и 8.5 (45° — 9) | ыы я 


6082 2 соза 
274. а) ее ИН ь _ а 459), 
из. 51 5. эт (45° —5] 6085-60 (45°—5) 
а 8 ат. а 8 о 
275. а) А4зш- и 08 5 6055; Ь) 40$ 5 81156085 Указание. 


Е а 8 
‚Выражаем зт(7-—-3) через т. 


276. 4 сова ши .со5 а. 

289. Сначала исключаем (з первой части) угол у, полученное 
выражение преобоазуем (см. № 275) и сново вводим }. 

290. Прием тот же, что и в № 289. 

291. В равенстве & (а--8)=—4 у раскрываем скобки и 
освобождаемся от знаменателя. 

292. Применяя\тот же прием, что и в № 289, сначала заме- 
ним первую часть равенства так: аи. ыы о ыы. в а- 

эта. зшВ - вт (а-|- В) 
тем, после некоторых преобразований, получим выражение: 
6032. 608 В (51а. зт В — сова. с08 В) 1 
эта. вт В.вш (а- В) 


293. В равенстве се 6 = 1: $ Г раскрываем скобки в 


уит. д. 


освобождаемся от знаменателей. 

294. Прием тот же, что и в № 293. 

295. В равенстве сх (а- В) = — су раскрываем скобки и 
освобождаемся от знаменателя. 

296. Прием тот же, что и в № 289. Сначала получим зщ? а -!- 
-—- 902 В -|- 811? (а -- В), затем раскрываем скобки и заменяем зш? а и 
51?В через 1 — с03?а и 1 — с052В; ит. д. 

297. Прием такой же, как и в предыдущей задаче. Сначала 
получим с08?а-|- с052 В -|- с05? а( -|- В) затем раскрываем скобки 
и заменяем зт?а и 31128 через 1 — с05?а и 1 — 0$? 8; ит. д. 

238. Прием такой же, как в № 289. Сначала получим 
2 т (а-|- В) с08 (& — В) — 2 зш (а-—- В) соз (а-- В}; и т..д. - 

299. Прием. такой же, как'в предыдущей задаче. | 

300. а) 2 5т 18°; Ъ) 4 $12225 30' (см. № 165}; с) 4 $1215 


пли 45 15° (ем. № 196 и № 196); и :(1+ У -8. 6087229 30! 
или с5 22530’ (см. № 197). 
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301. МЗ. соз 15°. Указание. у З--1==2 (зщ 60° 1- эт 80°) 
али 10 60° в 45°. 

302. 4 соз 52°30’.з: 79307. 

303. с 302.с& 22530". 


304. 4 эт (15°-- 2). со (15°—5). 
305. 4 5т (5-1 Ра хо) эт Б — 30°). 
306. 4 соз (30°-- >). вии (80° — 5). 
307. а) 4 с0з (22730 Е :) . 608 (22530 = >] 
Ь ИЯ. соз С + 22530') т ( РЕ 22°30' 
308. 3 — 4 ща =4 (50? 60° — эт? а) = 
—4 эт (60° | а). зп (60 — а). [См.№ 259 а]. 


309. 4 эт (а-|- 305) . зщ (а — 30°). 
4 вт (30° а). зщ (30°— а) 


310. : 
03а 
-, 4 (а--- 30°) . 51 ем 
зи. СТС ТОО ОО 
81° @& 
312. 4 с052 . 08 (30° -|- ++). со 50° —): 


313. а) 4 вш а. сов (5 4 30° )-со (5— 30°). Ср. № 276. 
Ь) 4 соз2а. 51 (в0°-- +8); и Е 


‚ 314. Ораспри ве"; 2) р. сов? $ 5=У1. 05 


2У4 


эт =. 


$ при 


Ь 
315. Вынося а за скобки и полагая -, ==608 4, получим: 


1) 6 ; 2) 2И а. эт (45°--1} 3) 2све ®. 


316. Е. Е при м 
605 ф а 
317. ар аа 
з 2 
чен эт = ть: сз. 


318. х—=90°.м, 1802 и, 
319. х=36° 1 729.1, 60° -|- 120°.*. 


с с т 
320. х— 2-1, 5 +3. п. 
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321. х=1203.п, 360°.п. (Ср. решение в № 237) 
322. да я 5.в. 
323. У? . зщ (#-|- 45°) =1; х=360°.п, 90°--360?.п. (Ср. 
решение в № 244). Упражнение. Данное уравнение решить воз- 


вышением обеих частей его в квадрат и в полученных корнях 
{х=90°.п) найти посторонние. 


324. ху 2пи: 
325. х= 95-1 180°.п, 81° 1802. и. 
326. х—33545' -|- 90°. я. 
327. я= 1530'.|- 90°.п, 37530’ -- 90°.в или = .в-- 
х 
--( а 1» *54* 
328. ==, —=22030' | 90°. %, 
329. х —=45° -|- 90°. м, -- 60° -| 360°. же. 


330. и . Я, ЕЕ -|- 2п». 


331.2. 332.2. 333.0. 334.1. 335. —1. 396, —№ 


337. 2. 338. 0. 339. 2 вш?а. 340. +- со. Уназание. 1— 
— 12а = (с05а — 51а)". 341. 2. 342. + со. 343.0. 344. сова. 

345. зс2а. 

346. с) 9.55800 —10; @) 9,86558 — 10; е) 9,90237 —10; 
{) 8,38433 — 10, 

347. с) 9,85029 —10; а) 9,66015 — 10; е) 9,93747 — 10; 
$) 7.83786 — 10. 

348. 5) 9,46110—10; с) 0,45605; а) 9,39691 —10; е) 8,18143—10; 
7) 183950. 

349. Б) 0,428560; с) 9,36098—10; @) 9.99985 — 10; 
6) 8,54465 —10; 1) 2.34199. 

350. с) 28°12'55”, @) 59°13'48"; е) 48°35"; +) 2516" 

351. с) 2752'50”; 4) 4551118"; е) 50528”; {) 89°20'40". 

352. ©) 1696'51”; а) 50°3'34"; е) 45536"; &) 742". 

353. ©) 22555'18”; 4) 77541'38'; е) 45512"; {) 89°25'37 

354. а) 0,3202; Ь) 0,67420; с) 3,7347; а) 22918 е) 1,3054; 
$) 1,2514. 

355. а) — 0,76603; Ъ) 0,93970. с) — 2,7726; а) —0,18093; 
е)— 5,7588; #) 1,567. 

356. а) 34°51'; Ъ) 675512"; с) 7555750”) а 5зв”, 
с) 48°11'21”; 19) 2259'53"; #) 9950'48"; №) 20°13'52”. 


г 
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ЗБ7. 215210"; ` 152°57'50”. 358. 2239; 3119, 

359. 40°20'49"; 319°39'11”. — 360. 124940'; 235520’. 
361. 26°30'; 2065307. 362. 111957'38"; 29195738. 
363. 1151835”; 19191535”. 364. 126°10'; 306510”. 

365. 86°10'39'; 21394921”. 366. 11353441"; 246°25'19". 
367. 5°44'21”. 114915'39”. 368. 231°3'30'; 308956’30” 


367. 7452515". 370.35°38'29" 371. 5651 

372. —23014'50". — 373. 16191640". — 374. —155243 7’. 
375. 28521'32”, 376. —5156'. 

377. 26°33'54” и 63:25'6“. 378. 209615” и 9953'45", 
.379. 29518'59” и 15941'1”, 

380. 103,69. 381. —0,47985. — 382. 0,0010936. 
383. —6718 384. 1450700. 385. 18,558. 386. 0,032618. 
387. 344550. 388. — 0,056086. — 389. 67,8896. 


390. х—4,1106 — 391. х=0,23076. 392. х=34242 
393. «—=—1,2062. 394. «=0,61701. — 395. 282,396, 


а 
395. у 


397. И12. в 4=8 9; 2=03. 5та . 862% =984480, 
398. ТИзи а=519; 2542.18 30°. 608 о == 3,8095. 
__@ . 608$ $)? 
— ©0330. с03% 
400. 2 ов а==ше; #=—а. в? — — 0,061003. 


сю а==№ 0 2=4.3щ 4.86 о=0,009321. 


399. УЗ. зта=во; Хх —59038. 


__ @а3. 5 (@— 9) 


401. 2=с0;% ; #==3165,9; 2?=—961. 


эт о 
402. а) х==305-1-360°.э, 150--360° . ® или х ==ит--(-—1)^. 
Ь) х=30°, 150° или х== е — 
403. а) х=-551949'37"-1-360° . п; 5) х—=51249'37",308°10'23". 
2 
404. а) 2—7994 3609. и, 4-144°--360°. п или 2= > зв 


4 
--2пи, В 21п; 6) х== 72°, 1445, 216°,288° или л== —_ = 
5 5 в 


5 5 
405. а) «==—45°-1-180°. и пли х==-— т1-пп; В)х==1359,3159 
Пт 
ИЛИ # — ти 


6 
405. а) == — 602-1180°. м или дат; В) ===60°. 
120, 240°, 3003, или х—", 25 Чи бп, 
$333 
407. а) 2—180?. п,-- 607-- 360°. и или х= пи, --2 пя; 
В) +0, 60", 1805, 305%, 3505 или 2-50, "п, — 58 


408. а) х=90°-|- 1805, и, 19928'17” 1 360°., 160531'43” —- 
-- 3605.; 5) х— 1952811", 90°, 160231'43", 270. 
409. а) #=-=- 45°--. 3605. 135°-|- 360°.=45°-1.90°.® или 


п 3 
и 
или 2—1, 31, 57, 7, 

аа 


410. а) ==10°-|-1 205.я,50°-|-120°, я или 2== ия 
п би 131 И 


Ь) == 10°, 50°, 130° 170°. э50о ю ИН 
) = 350, , 70°, 250°, 200 ИЛИ 2—1’ 15° 6’ 5 


к 
18” 18 
411. а) х=112°30-1 450°. + или отт 
Б) 2==112930'’ или дет, 
412. а) 2—90°(би-+-1) или «==> (6-1) Ъ) 90° или 5. 


413. а) х=4т (3" 1-1); Ь) нет. 

414. 1) —8-=130°. 2и; 2-|-В==180°. (2и-1-1); 2) а--:3—360°.м. 
3) а—В=180°.п. 4) а—В—180°.п. 5) а--8==180°.2 я; 
я—В==180°. (2я-|-1). 6) а-—- 8 =180°. (2 -|- 1). 7) а-- В= 180°. я. 
З)а--В=180°.. 9) а--8 = 90° -- 360°. в. 10) а-=В==2102-- 
-Е360° . п. 11) а-Е = 90°-1 180°. в. 18) «—В-— 905 -|- 180°. и. 

Указание. Приведя равенство к нулю, заменяем первую часть 
‚ произведением или дробью. 

415. Втрех случаях: 1) если а -- 8 =360°. я, 2) если а == 3505.1; 
п 3) если В=360°.ю. См. указ. к № 4, 

416. № 1] = 1, > 

417. См. $312 Х. ы 

418. хз, 126552' 12” 1 360°, и; х, =” 151955'40"-|- 360°. и, 
См. 8 72 Хи $73 [". 
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419. х=360>. м: — 126952'12" -- 3605. п. 

420. х— 31558'41"- 16920'-1-360°я. См. в8 12 Х способ 3-й. 

421. х-=152-— 360°.п; 195° —- 360°. и. Указание. Разделив 
обе части данного уравнения на 2, получим: ©0$ (х— 699)== 
==с0$ 45°. 

422. =. = а 5. 

423. х=180°. я; 45° -- 1805. и. 


424. х=— = пи. 

425. х—= = 602-360? .и. Указание. Приведя уравнение п 
нулю и соединив тогда первую часть в одну дробь, сокращаем 
ее на 1-- пя. 

426. «== 10°9'40" -|- 180°. я; 19°50'20” -|- 180°. и. 


Е 
421. Е я=з 
428. х==— 4 пя; в-Нт®: в-Е ти, 
429. === 60°-!- 360°.и, 5 120°-|- 360%. и 5 60°--180°.т. 
430. х==175°-Г 180°.п, 15° -|- 1805. и. 
431. вя=ща.86. с. 
432. х=180°.и, = 60° -1- 1802. ==60° . жа. 
433. <= — 15° 180.и; — 75° -|- 180°. я. 
434. х=60°.и; 152 -|- 30°. я. 
435. х—=— а-я; — = 5 -|- Эк, 


436. 2==1--о’ и. 


437. ==. ==90°-- 180°.; х.== 45° -|- 90°. и. 

438. х—-- 18° -- 360°.и; = 162° -|- 3605.и; = 54° -|- 360°.п; 
++ 126° -|- 360°. в = 180°. ж-- 18°; 180° эп -- 545. 

з 2,2 

439. х = 5-я; НУутз. ® Указание. соз 42--с0$ 25 
заменить произведением. 

440. х—120°.я; — 90° 1. 360°.я; 45° -- 180°. я. Укизание. 
с05+— 6082 заменить произведением, а 51 3х разложить как 

: 3х 

эт 2 (&) 


ВАЛ. с 0; 82 


пи. 


[и 


а 


_ та о. Е я 
442. РАЗ —- Эти; пи (— 1)“. Ужазание. Заме- 


3 6 
нас зш я -- а Зри 1-03, произведениями и сделав еще 
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некоторые преобразования, придем к такому уравнению: 
605 ера 1) т В: 
443. х= 4-2 и Указание. Данное уравнение приводитея к 


с0$ 2х 


следующему: — = 
у у т 3х. с0$ х 


х иИ— > 
444. ср РК 1; в 7709012" 7209. 


445. х—= - —- я, 


г м т 
446. г— 5 (1. г Указание. Первую часть заменяем 


4 „ 
одной дробью = .) 
447. с05 <, = 6082, = ь Я ==1,==-- 70°31'48"-- 860°.. 
448. х, = — 1 -- пя; х,=у==ти. Указание. 1- зт2а= 
= (08а -- эта)». 
449. == 2, = 909.п; и ==-Е 30° | 180°.и или а==90°.; 


180°. я; 30° |. 60° .ж. Указание. а заменяем тер 
дением (см. № 259 а). 

450. х—=60°. п; +: 35°16'53”-1- 180°.и. Указание. Представив 
данное уравнение в виде «2-4 2х=—— в 3х, разлагаем 4 Зх 
как & (#--22); тогда новое уравнение распадается на следую- 
щие два: 1) ш2--щ25=0 и?) 1=—1:(1-—щх. 6 22). Из 


(1) получим 51 35 = 0, а из (2): в ==: 


451. х—.й; 4. .п. Указание. Умножив обе части на 2, пря- 
меняем равенство 2 605 4.605 В==с0$ (а -|- 8) -|- 0$ (а — В). 


452. х—45° -|- 180°. и; 90° -|- 180°. и. 


453. х=— ати. 
454. х—-=- + Ныпй, 


455. х—-- 60°-|- 180°.п; 90° -1- 180°. я, 

456. х —= 5 Ни; = С |- п. 

457. 2, =90° -!- 1802. и; х, -= 2; == 90° -|- 3609.4, 
458. 2. = пу ==а, = 


459. вх И 2-1, 5—1); а= 
НН + +. т. 


= Эти. 
8 
г: 


< 
пр ии, 
8 


“= 
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460. х==605.п; 180°.», Указание. \в2х заменяем через 

2 511 2605 5 
08 2% ^ 

461. х— пя. 462 х=—120° -|- 360°. и. 

163. х, =,==45°-|- 360°. я. 

464. х==45°-|-120°..; 45°--360°.”, Указание. Данпое 
уравнение приводится к такому: 5т 25 — эл (< -Г- 45°)=0, в кото» 
ром заменяем разность синусов произведением. — Можно было 
бы поступить еще так: заменив данное уравнение через зшх -- 


= соз х—=И 2.51 2х, возвести обе части в квадрат и опре- 
делять ва 25; но при этом способе вошли бы посторонние корни. 

465. 1-й способ. Представив данное уравнение в виде 5ша-|- 
| 0$ =1 — 51 1 60$ < и возведя обе части в квадрат, можно будет 
определить 3 25; но при этом епособе в полученных корнях 
будут и посторонние, 2-й способ. Чтобы не возводить обеих 
частей в квадрат, воспользуемся тождествами: вта-|-608 @== 


=. 0608 (а — 45°) и вта сова == (т а--с08 а) —1] = 


== 606? (а -—=45°)— -.. Таким образом данное уравнение заменится 
следующим. У’В. с03(2 — 45°) -1 608? (х— 45°) — 5 ==1, откудв 


определяем — с08 (#— 45°). — Подучим: 003 (4; 
х==360°. п, 90°-|- 360°. и. 

466. х—360°.м; 90° -|- 360°.».См. в № 465 способ 2-й. 

467. х—45° 1-180°.и; 45° 10751753" -|- 360°.п. См. в 
№ 465 способ 2-й. 

468. 1-й способ. Умножив вторую часть на эт? - с0825 и 
разделив обе части на 60322, получим: (а—@а) в?=--.щ=- 
-- (< —4)=0, откуда определяем шах. 2-й способ. Умножаем 
обе части данного уравнения на 2 н пользуемся тем, что 
2 5122=—1—608 2х, 2 вт хс08 = 2х и 2 6032 х = 1 -|- 60825; 
тогда будем (иметь: В. зш2л-|- (с — а) вов 2х=24— а — с‚асэтим 
уравнением поступаем так, как указано в $8 72 Х. 

` 469. х==45° -- 180°.»; 11°33'54" 1 1805, п. См. № 468. 

470. «= — 8+5. п. 


471. эп 25=И3 — 1; д==23531'45" | 180°.я#; 66°28'15”-|- 
1180. Указание. К обеим частям данного уравнения приба- 
вляем по Эзт?х. с08? 2, 
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412. 1) зтх==0,8; зту==— 0,6; 2) зтх=:— 0,6; вт у==0,3, 


Ука-алие. Уравнения: зту==0,2 — зах и созу== — 0,2 — с03х 
возвышаем в квадрат и ыы 
1 
473. 1) с0зх = 2, ‚ 608 у = 8) вх. о 3 
та 1 
3) 608#==5:; С0 = ; 4) вовх=— 3? 608у==—5- Указание. 


Взяв сумму и разность данных уравнений, Е из новых 
уравнений с03у и зту и квадраты их екладываем, 
474. 1) шл=5--У34, ву=5-—У34; 2) чг=5— И, 
ре у=5 -|- и 34. ь 
2 
476. а — а? -|-6 -е ВР 6089. 
т? о | 
==608 $, раскрываем скобки, выражаем затем с05 @ и сов В соот 


ы й Е р ы а Ь 
ветственно через 1 а изш В и заменяем зта из В через — и — 
хз. 


Указание. Взяв сов (а В)= 


476. 1) 1=45°-|-180°(т--»), у==15°-р 180° (т'— п): 
2) &= 105° -|- 1809 (т -|- п), у= — 45° Е 180° (т — #); 
3) — 155-|- 180% (т -|- п) у== —45°-|- 180°(ж — п); 4) &==45°-|- 
-- 180°(т -|- ®), у== —105°-|-180°(т—и). 477. 1) 2=21°21 Во 
9=8°38'44"; 2) х81°21'16”, у=68°38'44". 478. 1) э==81821'10°, 
у == 21521'16”; 2) х=21521'16”, у— 81521'16". 
° 479. х и у определятся по их полусумме и полуразности: 
1) по первому уравнению имеем а, 2) с помощью второго 


‚ 
уравнения, заменив его через 2 зщ 2. соз 


2 
определить 7 . 

430. х=15520', у==61940'. 

481. 2 и у определятся по их сумме и разности: 1) «-у 
дано; 2) + — у найдем е помощьо второго уравнения, если умно- 
жим 0бе части его на 2 и 25а. эту, заменим через 
08 (х — у) —с0$ (#-Р у). 

482. х==60°, у=11°40'. 

483. Из первого уравнения имеем + ($-- у) =1 а, аиз второго 
ша зшу _т-я пли @- _ т» 
зтя— ту т—п»+ иъ@-—)= т— п 
откуда определяем 1 (х— 9). 


&—9 . 
5“ ==а, можно 


уравнения находим: 
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484. 35546’, у—= 60552. 
т (#-Ру)__ 


#85. Вгорое уравнение можно заменить таким: = 
6052.05 у 


т Е а 
откуда 60$ 2.605 у «51 (&--у) или с0$ 2.5608 У `Эа. 


Умножим теперь обе части на 2 и заменим 2 с032.с03у через 
с08 (#-Ну)-- с0$ (5—и); тогда можно будет определить < — у. 
486. х = 44°20'3", у==13°20'3". 

Ш х.зшу _ а 

082. с0ву 1’ 

а 608 #. 60$ УГ 2. Шу 1-а пли 93 #—9 (2—9 2 
608 5.608 у— щ х.зш у 1 —а оз (&-Ну — 1—а 

и е помощью этого уравнения определяем затем х— у. | 


488. х=—45°, у—=40°. 


487. Заменив второе уравнение через находим 


ша ву _ м] 
ау _ ж— я’ 


489. Из второго уравнения найдем: ‚ ИЛИ 


вт (#-Ру) _ т = 
т (2 — вт (2—9) 
490. 1) х=22905', у==18239'; 2) х==171991', у—67°35'. 
491. в 2=1, чу==2, щ2==3; х=45°, у-=63026'6”, 
#— 11933'54"”. Указание. я щу- в :=щх.щу.%2 
(см. № 291). ` 
492. х—= 30°57'50°; у==18541"25'; в ==170°20'47”. Си. № 491. 


роль 
493. 1 я=тЁ, щуиЁ и щ 2==Р%, где =] ЕР. ие 


См. № 291. 494. ю х=ий, ву и 62-9, где #— 
—=1:Ижи--жр-- яр. Указание. В уравненни & (#-- у)==1:4г 
раскрываем скобки и заменяем {9 х, в уни 2 через ий, ив и пир; 
тогда определим Ё. (См. также № 294.) 


„—_ п? © ПОМОЩЬЮ чего определим затем 2—1. 


495. а) — 5; 5) 21" -Е 5 ; 9=. 
496. а) х; 8; У 
497. а) — 5 Ь) х-- пи; ©) а. 

504. 5И2. 505. 0;1. 506. -5УЗ. 507. —1. 


608. ИЗ. —509.0;5; —5. 510. "пн. БИ. 


т 

= 

м 
С. 
^- 
[#2 


621. | 849 | зо | 935) (655145 | 24546 16,628 
522. | 25002 |- 555 (627) | (95580') | -68°30' 71880 


523. | 7118 | 48204 | (8653) | 56°’ | (88°57)) 1784,4 
524. | 0,1073 | о2о11Б | (0,228) | 2855 | (61555) | 0,010795 
525. | 0,18233 | 0,3160 | (0,79792) |(66°36'24”) | 23223'36”| 0,1160 
526. | 4062,5 | 40748 | (5754) ([(44°5450”)| 45°5'10” | 8277200 
527. | 2912 | озал8 | (3,6435) | (60°0/12") | 39°59'48”| 3,2688 
528. | 119,61 | 135.08 | (224,74) | 53°3'19” |(36°56'41”)| 12181 
520. | 2,3065 | 18,944 | (19,084) | 6°56'30” 1(88°3'30”) 21,848 
530, | 374,16 | 2038,3 | (2038,6) | (1°3'12”) | 88°56'48” 38198 
531. | (637) | 7946 | тэл1Б | (4°35) | 85525 | 258,08 

532. | (18,008) | 16,788 | 24.616 |. 47° (43°) 15112 
533, | 0,12592 | (0,1783 | 0.21482 | (36°55'24”)| 54°4'36" | 0,010942 
534. | 0,5158 |(0,29544)| 035930 | 6422212" (25°37'48”)| 0,090966 
535. | (185,55) | 45807 | 909,38 |(59945/11”) | 30°14'49" 179 20 
536. | (48,532) | 65,025 | 81138 | 3654411" |(58°15'49”)| 1571,9 
537. | 0,0795 ((0,029663)| 0,084854 |(69°32/15”)| 20°27'42” | 0,0011791 
538. | 31176 (40) 50,714 | 37255'58” | (5294'2") 62351 
539. |‘ (8779,1) | 495,81 | 8793 1(86545'40”)| 3°14‘20° | 2180750 
540. | (10000) | 63,414 | 10000,... | (0°21'48) | 89238'12”| 317070 
541, (16) 63 (65) ^ 14915, 75945 504. 
542. 112 (15} (113) - | З2997ту”` | 723741” 840 


543. (528) 455 (697) |49°14'49" | 40545'11” | 120120 
544. | 149,2 | (823) | (710.2) | 612145" | 2894555" | 616910 
545. | (1,4263) | 9,8978 (10) | 8917 81548, 1,0587 


546. | 0,38516 | ©, 68417) | (0,14192) | 312176171” |58543'48* 0,12213 


547. (0.25122) 1,2019 | 1,2303 |11746'38” | 15°13'22” | 0,15134 
548. | 717,402 997) | (1000) | 4°26'22" | 85°38'38”.| — ЗБВБ 
549. | (1101) 47 (1105) | 8723844" | 252616” 25944 
| 550. (1) — | (001) | 023'26* |89956'34””- 500,34 2) 


м При яятизначных таблицах и при ограничения целыни секун- 
дами, применяя $ —=с. эт В, получим 1 6-16 с; применяя же 6-= и а 
иб—=а: 1 д, получим 156 >16 с. {Извлекая Иер—аЯ без логарифмов, 
иёйдем 6 == 1)00,8995...) 

2) Найдено по формуле 9-= —3@24.,С помощью формулы 6 =28 : а 


получим 6 = 1060,68. 


Ге бт а |9 
551. (261) {330) 451 34220, | 55231, 49590 
552. (156) (133; 205 49585" | 40527 10374 
553. (96) (247) 265 | 21514721" | 68245'39” 11856 


554. | абр |(0,87807)| 1,1046 | 5595047" 


312023” | 0,64143 
555. (0.097836) (0,19903)| 0,13992 | 4472153" 


45238'1” | 0,0048933 


| 

556. | (12607) | (6,9190) | 13858 | 605" | 59 2955716" 41,54 

557. | (30198) | (1332) | 1446 1 12219'33" |? 77540" от” | 208670 
558. | 18,7571) | 6,6001) | 10,395 | 57°24'4” | 32°35'56” 24,571 
559. | 413) {80) 80,056 258'51" | 815519" 120 

569. (1) {2000) — 10| 02143” | 89°58' 17” 1090 


561. сиЗ 0085-03 (45° —#). 


2 2 
562. 5 зто 4; —с. 6032 А. 
563. т,==5. Изш? А-[ 4 032 А — 6,2385. 
564. у=ер2. та - 8 (45° —5) 


565. а. (15° — В).зс В; ав (45° -- В) во. 45°) 


Замечание о форме ответов ® задачам на решение 
трезгольников.—В нижепомсщенных ответах числовое значе- 
ние искомой величины и ее буквенное выражемие соединены 
знаком равенства, но надо помните, 916 числовой ответ не всегда 
получен из самой буквенной формулы (которая может быть и 
неудобна для вычисления), а иногда и другим путем. [Сравн. в 
8 95: с=Иа?- 6? и с==45341 —=а/т 4.] 

566. А —30°57'50°; В==5952'10”; а=1633; Ь==21211; 
82222000.” 

557. 4 = 34551"; В-=5559'; а == 118,939; с == 313,24; 9 —= 23005. 

558. В=38249'30”; а—й:с05 А-=15,950; 6-=й:ма А = 
—12,836; с==2А : т 2 А ==20,474; 5—2: 51 ВА = 102,31. 

559. 21:е—=зт?2А, А-=265°; В-= 0615; а-е.зт А 4,3837; 


$-—=с.503 А ==8,988; о, 1. Укчзанне.. Так как0<4<90°, 


то 0«2А < 180°, а в лих границах эт 240,188 даст 94а 


1) При натизначных таблицах с нельзя отличить от В. Вычисляя 
с* Ус? - О без аогарифмов, найдем с =: 2000,000249... 
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угла: 24, == 52° и?4, — 1802 — 529 == 1289 (ем. черт. 18): отсюда. 
1) 4, = 26°, Б, =6: 2) А, -= 64°, В. ==255. Но тр-ки А, В.С, 
и А,Б,С, равны (в них одинаковы гипотенузы и острые углы),- 
а потому достаточно взять один из них. 

570. В = 20°25'36"; с=И 49:12 == 12,469; а-=/99 в А= 
—11,686; 5—=И25.св А=4,3519. 

571. зш2А =45:0?, А — 215243” (ем. указание при № 569); 
В =. 6895717”; а=0,33548; 6 0,87174. 

572. А — 38952'24; е—=т;2 052? — 972,16; а=56.с0$ В== 
=541,85; = с. зтВ==т. м == 807,16; 8—218680. Указание, 


те (1- с0з В)=... 

573. В-=29513' о =: ЭвшР 20,205; а-=с. зщ А—=11,684; 
65—31 В-=н. сво =9,862; 5 —86,952. 

574. А—64°25'18"; с=т:[И 2.008 (45°— В) ] ==161,2; 
@=6.5щ А = 145,41; 6==с. ми В = 69,598; 5 —5060. Указание. 
п—6. 5 А--с.зт В-= т (90° — В) Е зш В| ==... ?) ‚. 

575. В=37532'; е—=п:[И2.зш (А — 45°) ]—(в.вш 45°): 
: т (А — 45°) =54,709; а==с.зт А =43,384; 6—е.зт В— 
=33,33; $==1723. — 

576. с03 (А — 45°) — т: (И 2)==(.с0845°): с, А —=63°; В-=27о, 
а=с.зт А — 38,313; В—с.5т В == 19,522; 9— 373;97. 

Указание. т =— с [5ш А -- в (90°— 4)]-=... 577. $т(А—45°)—= 
—=и:сИ2—=(п.5т 455) : с, А = 58° 14' 52”; . В — 31545 8; 
а==е.зт А —= 13,119; 6—с.зт В-=8,119; 9—53,556. 

578. т:6-==еш®; В==43°36'10'; == 46°28' 50"; с—=14.5; 
а—=10,5; 6=52,5. Указание. " = ее.с08В в: 

6 с.зт В 


579. п:а= 5,4 =66°30; В — 23530; с—= 627; 6—250,0; 
5=11880. 580. А=639; с-еи!сов2В-= 20,415; а—18,19; 
9,2685; 5-=84,298. Указание. е=с.с05° В; [=с.зш? В. 


*) Для вычисления удобнее взять с = (т.^0$ 455) : ©03(45° — В). 
2) Другое решение той же Задачи. Зная а-Г 6 и“углы, можно опредс- 
|! 
1+. - 
ы 1 


еше «—6, заметив, что 2 = — ЕВ Е о | 
аать 4 › } з а— ТР ыы &- Г ев = = (45 + В) Н 


— 161 — 

581. #:— 00828, В—=13536'10"; А—16°23'50*; а=21; 65—90; 
8=210. 582. В= 72938'20"; = р: М 8. 608.. эш (5155) = 
—455,87; ° а-—136,03;3 6—435,1; 8—29593. Указание. 
2р—с(1--5т А -|- с03 4)... 

533. В=14915; сн: [И= чт 5-00 (2-1 5°) —88: 
а— 189; 6—48; 84536. 


Указание. п — с ($т А + со 4— = с25т 605: *_ это). 


у: 
2 2 
584. а". сеРи 2.608 5.054 (45° — 5}; рии 


=? 03 (45°—5).све %; : ЕЕ: рр св В. 

== и. 459650. 686 (45°— 5); 5 ==. 00 > а 8 (45°— т 1). 
ы = 

В чиеловом примере: В— 535748; и. с 

а—3; 8—4; с=5; 6-6. 685. що”, В-=069416', 

А—63519'54"; #. се —65 (см. №584); 6=105; с=233; 510920. 


| р в И 
586. 1-# способ. Имеем: а — ть Ь Я 0 ПО, 


т -1- 608 А-НЕ , 
след. 2р=й. г ава” . Преобразовав вторую часть, получим 
22 00845 отеюда ЭГ. эт (45° 5) аа 
й шла (45°—А ? 27 РУ? 
| 2 =) 
Г ит 
или ?) с0з (.4—45°) —60$45°— УЗ” откуда сз (А— ый — 


Найдл А, оканчиваем решение по тем‘формулам, которые взяты 
в начале этого указания. 9-й способ. Обе части тбленония 
а-|-6—2р—с возведем в квадрат и заметим, что а? -|-62==с8 
и а6—6й; получим ур-ие первой степени отноеительно с, из ко- 
2рз и 
вр ы 
587. 4,—15°, 4, -=155, 588. ш2В—2; В=31943'3". 


589. вп А— 2032; ат А БЕ 25 185), А—38910'23". 


торого и найдем се— 


*) Таким образом, площадь прямоугольного тр-ка оказывается равной 
произведенню тех отрезков гипотенузы, какие образует точка касания 
вписанного круга. 

2) Так как 23та, 5 В — 0$ (а —В) — 20$ (а-+-°). 


Учебник прлмодин. тригон м и 


590.15 4-7 — с05305}; А==40753'36". 591. 1) 4, 15°; 
А,=159; 2) Д,— 2653354". д,—63026'6”, 592, ш2В-2; 
В— 3159438” (есравн. №588). 593. с-! #26; 1-1с05?А-=9зт? А; 
ел, 45494413", 594, 6—9 ое. В 
= с. т В; сш 5 ==2;83 530748". 595. а:6==6:е; 4 А-=сов А; 
вод == (о 18°), А==38°10'28" (сравн. № 589). 

696. и, ==й: в 2 А. 597. #==—5.4524. 598. = 85. 

599. №=иИ.с0з &. эш (45°+5). 

600. В == 46547'12'; 6=633,6; 9=1%”. з2А==232010, 

601. 4==23530; $==1150; $==°7. мп В== 148760, 

602. В=60°29'20) а=15,548; 55. 5 А==105,13. 

603. А= 6452430 а=6,4; б-р. ов 15,951. 

604. А—3759'36"; В=105940'48"; 9=36,917. 

605. 4— 57019'45*; В==65°20'30"; а==851; 52. 2 —338730. 

608. В-= 48540'; 6-1, : вт А==21,95; а==й, :3т 24 —96,636; 
9= ран = М :щ 24266,36. 

607. 15 4=8:5)', 424536; В—130948; а== 2: сов А-=71,88. 

608. А=5352953”; а= У2б: в В==306,9; 6==365 19, 

609. В— 34926’ 44; а=р: 2008 — 15,682; 9,2864; 
8= 6). 15 А= 69,55. 


610. 4 —173°23'54"; В = 3391212"; а—=30,219; &=117,267. 

611. Б, = 345517; В, = 14559'; А. 1293430"; А = 11°25'30"; 
5, —=8,385; 6, =26,115. 

Указание. Для угла В имеем зш В= .. и0 < Вх 180°, 


а в этих границах 51 дает два угла (см. черт. 18).—Пояенить 
двойственность решения также геометрически. 


612. 5: 0082 = 0,65488. 643. *—0. (46°—а)-=10. 


#) е:Ё == 2:61 по известной геометрической теореме. 
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эпЗа. аа 
эта” 9: Вип `зша’ 
Ир—а.соза.сва; О М=а. 66а; МЕ= — а.с0з8а. с а. 
Ё 
р с ть —_— 
616. 28.0 2’ Эышаа 
618. с0з 4:2 (УБ-П=1 (ИБ-Н|), А А ==36°; В—108°.. 
619. Означим через А угол при основании и через В ты 
при а 1) 2514 —=1 -|-2 608.4; А =—=65945' 18”. 2) аш — = 
= =1 -|- сов 8. 5; В—56°8'40". 3) 2 сов А-а 4—2; А-5897'48"1). 
` 620. 1) 0,94966; 2) 1,1594. 621. 19,509 см. 
622. зп ==а:2; а==970 1050", 623. 59543'32”; 241 сн, 
624. 1550'38” или 46530’38*. 
625. х—= У1В,5:вщ 2 — 31,518 (см). 


614. 24. с05а; —1. 


617. "=> ‚ ва: 


626. 2 —4а.соза. сов 2; в примере х—а. См. № 620. 


627. 84° 9". 628. 2,3455 см. 629. 64,349 метрал 
630. б— чт”? де. вша 2-1) 0,979; 2) 1688. 

2 
631. б-р. зар свое чо == 127,16, 


632. 6,826 кв. см. — 633. 1) 65°20'30'; 9) 116985', 
634. 113,47 см. . 
635. 2.45. 636. ДВ-= и. ода; ВО. (45°. =); 


А0—2,. 508? (в =). . 68с 03 8— "08455 — =). са. 

637. 1951 1'18”. 638. == а,вс а. сов? (1—5), 747; 

’—а.3са. Е Ро 639. 5—2. сш 5—п”. ыы 

==5,029. 640. а==2 В. 19; „В. сов 180; В". мо 800%. 
7% 


Примеры: 1) К.1,1756; В.0,80902; №. 2, 87771. > 8.0,56347; 
В. 0,95952; 8—2.2,9735. 641. а, —0, 86776 В; а, —=0, 86603 В. 


#) В таком треугольнике 6:а:1й, =6:5:4, 
?) Эта формула верна и в том случае, когда а > 180°. 


11* 
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642. Б-Р. 160", би Аа”. Примеры: №) 1.1.4581; 
В. зу, еы 0.24281; 12.3.1457. 643. Даб: 19 27,211; 
т 26,148; Е ов 2:80 — 2213.5. 644. 99,548 см. 


вв, 319 18. ем. 646. 11,026 см. 647. 5, : бь== 
—10 чат сш 18°—0,9919. 648. Б-=а:с0з 22”. 649. 1)а,,= 


1 т 905 
— 54. ве я р 2) р. ==6,.с = „в Е: 

д 180° 
650. 18,02 см и 223,47 см. 651. б= нас -[-пс?.18——. 


652. 5,:9 == 655? —_ |==3:4. Указачие. Сравнить площэди 


по квадратам апофем. 653. 20,842 см и 26,968 ем. 
654. 70°27'49”; 109°32'18% 4,4447 сл; 18,617 кв. см: 
655. 55546'20”; 124513'40’; 21,829 ем; 393,95 кв. см. 
656. $5—42:ота-=167. 657. 30°. 658. —4.с03 2а;а.5ш 29; 
2а.с03а; а?.зт?а.зт?2а. 659. 73°59'29"; 10690'81”; 5159, 1 кв. см. 
660. 35,654 метра; 465,59 кв. метра. 661.81552'12” и 98°7'48". 
662. 5 ?.сщ т. 663.77 520. 


664. а(1-|-2с08а)—4а.с0;(30°-- 5] . 608 (в0°—$] ; 24.6085; 


247.668? >. за. 665. х==4.04% 5 == 159. 
а а. 45° 
бб ==2025,8, 
Убе (45° а) 958)” 
„5 (а-- 15 


её _ 55 м В) 
ев 
690. Указание. б=р.г. 691. Указание. у=5:р. 

692. Указание. В, —25:а==25:2П зщ А; и т.д. 
594. 51 ЛР Ир @—а) @-Й @- 9; вв 4= 
= фа) —@—6) (р—6)]- 695. Указание. Полагал: с15 -5 5==я-|-1; 


676. Указаниг. Мокио начить е пропорции —- 


В С 
сё; 5 ==, 5 ==и--| и, применяя $ 97 в, получим Зи==я (я? —1), 
откуд1 #0, —2; 1-2; первые два значения в ЕЕ для 


э 


3 В- 
задачи, а третье дает; 45 в 3, сш 5 =2 п <. т ® Если 


— 165 — 


[и 2—1, то б==45° и, слелов., троугольник прямоугольный, 

Чтобы узнать отношение сторон, определим 15 А по найденному 

сш ; отсюда получим @а:6:с=3.4:5. 697. Указание. а) Из 

равенства: зт А — т В=зт В — т С, ай отдельные 

Эш = = =). _ 
п- А 


части его,’ можно вывести такую пропорцию: 


‚1 
= аа а здесь делим обе части на зт->- В и раскры- 


ваем бы, р. Это Ва: доказать с и равенетв: 
р— ато А > —В =‘. с В 5 и р—е=г. #55 С (сы. черт. 39). 

[Заметим еще, что вследствие пропорцибнальностй сужществую- 
щей в треугольнике между сторонами и синусами углов, усло- 


вия обеих задач равносильны, так что решение одной можно 
тавже сводить на решение другой.] 


702. 1) 1:13:25; 2) У? — Из: ИЗ: ИЗ= 
—=({И 6-—иИЭ:2И2:23И $3; 3) вщ 48° : в 60° : вш 72° — 
—0,74813 : 0,86602 : 0,95106. _ 

703. 1) 36° 52' 12", 53°7' 48", 90°; 2) 219471 12”, 380 12' 46" 
120°; 3) 41°24 34", 55° 46' 16", 82° 49' 10". 

704. 4422 56"; 57° 7' 20"; 18°27' 50". Указание. Искомые части 
можно принять за углы треугольника; тогда его стороны будут 
относиться как: 5:6:7. 

705 — 736 см. в таблиц, на стран. 166 и 167. 


737. С—18596'16"; а=2В .зшА=14,557; 628 .зшВ-=11,828; 
с—928. вт С==5,012; $=22.зш А.зш В. вш С-=21;228. 


738. 6=1193057' «—У 33-4 20,865; 6=65,295; 


50 В. а @ _ 


й В, 

Е 041 с = 9 == Е: 
с —=68,04. 739. А ==59541'; с В 5,9344; $ — Е 2059,9 

В. зт А Ва т А 

— 5ш В. зп 07 № 154 В=5. ВО 

| т: ить 8-6 
—_ Ол", „— а == == О Ави ——— 
740. А-=7104"; Ш . с05 =—0,522711; = 210608 5 
1. Ш 4 


= 6,7127, а= . с08 259-6515; б=(ен, стрэн.168) 


т В. т’ 


-- 166 


(; 708 
РУ, } 
Чет 

7655 


7159 
7.8901 
871187 


551960 
65889 
07934 


51556 
26981 
69371 


О9ЗРЕТ 
30681 
ММТИЯ 


— — {9090 
от др | ОН 9 о (рр 
„1<.895 ' 

ОЕВСТ } т ‚ Чат 
„0Т19023 „ОЗСв9У {ЗРозр) 
„80 „УС, 9ТоТ9 (07082) 
и<ЮТ9 . („ЭТ 1РоЕЗ) АН 
ис 1$ „ЗУ. 3601С {с 1) 
РН АН („9Р1696С) „\ЗесоРот 

(#598) „УОоТЕТ „Этот 
(53.3191) ЯТо48 «355089 
ки („бобтювТ) (18.858 19) 
бву8 теРеЕТ («чу,ЗТеТТ) 
{9етс) 8098 (Вто З0Т) 
Свлир (втозт) 56.3506 

РАС: («Тед (,96048) 
(,98.89%09) {50987 „Ро [087 


—- 


— (23) "052 
(, 29 (39) 
39 
ай (6) 
94 | (59) 
Фе | (9509 697 | ‘9 
(71069) ’ 997, (08608) "ЗЕ 
(р (85) #6159 и 
(#89) ет (969 | '8Ц 
УТ7с9 (008) (958) Ул у 
58 (те (та) "НЕ 
(876 т) 1553 ИТ И] у 
0050 (7200) 889 "602 
98 53 (91946) "802 
$68 9бтт. (106) 202 
ей 38 (097) 901 
а 197 (018) "802 


2а (при а=16'. 


. а 


<) Правильнее: с =63 += 16.5т ан &—504 +64 


== 0,59572). 


2а 


11 


0074467 и 64.5 


— 
— 


„ 5 а 


погучается: 16 


— 16 


1990 С „92.9600б «СЕ 0со0т 
14859 80 «56.0079 71.1089 
199'9Т „Сиб 96508 «07.088 
20316 ЭР И «0/9 Ра 
СЕТИ. 0 кото ,57 91088 .05:58116 
92901 805 „09098 эВТобтоа ' 
9'53/3 икосиИ „Е 8С06С ЭТ... 
98965 «СОТоЗЯТ 2174008 «ов. асот 
77036 | „бот «ЭТ8обу («челоюер 
= = (исрбтоте) == 
$70’ 8 61.76 9Т «С.В РобСТ 
5908 } и 2.25096 } ,9.11009 } ряте) 
91775 «ВТС, (ЗРУТоО!} 16063 
оо РТТ 82.668 РСТ 
192'98 } «Зе „9а.500РТ } 4 Е.0и96 
$815.10'0 „УЗО " (05втр «9; Итов 
8:05 „ОТС (9595 
#81081 И о сечат } „бе ето 
ДАТОЙ („Ветотс) и! 9.19085 „ТР ло8еТ 
® 
ВЕ 22 я [| У 
7. отоппонииоаириоиоиниуиииаитатиннночаооупиппивливльнипрвпие твоими в 


(1957$) (99785) (91850 
(96688) (18607) (Е9'15Р) 
(8186) - (89511) (ут) 
(790ст) (РТО (991 
(5910) (того) (660'0) 
С: 2 (287) ($7) 
(968) (158) (68) 
(67) (78) {60 
ор 7‘влас (8*6192) 
268 } (86690) | (30*49Т) 
565.98 (66188) (3е0*6Т) 
(что) (60'895) Зое 
ет | 2009} | (095 
ЗСТ (13651) {(998#°0) 
‘ , (1681) 
(4578) 60Т: А то 
(608) (098) 


29419 


172 
"СЕ 


"(1952 
"852 
"СЕЕ 


Р= 1,03512. 


а 
=) 


ме (в № 134). р = 10,95т5; 1 


1) Указа 


— 1608 — 


с. Е: А = И в. 
203? и. 7099. 141. =. 314 вес. 5 —5— 
о п. В а 2 
А—В ый _ А 
ры 2. .зт В. вс .56 к 6—7. т 2 . 56 5} 


= т Аза В. 50 — вст ; С(—=69°20'; а=289,9; 8198,9; 


ааа. К — эвоте, ет Имеем =? й(шА-- 
- зв В)=..., откуда определяем 28, а затем с помощью 28 
составляем выражения для сторон.—В числовом примере можно 
поступить двояко: 1) сначала определить 1628; 2) сначала 
определить а — по 8 100. 


742. 9 =545; а=-. яв А. с3с 2 


: — ы. А 
т: 5 Вес = 11,07; с=и.с08 у - СС 


58 * се 234,07; 


—В 
5— = 28,981; 


та А вр В. се 2. 6924—1526. 743. ==19510; 
==: 26085-08 8 =0,16517; 6=1,9583; а==2,2471; 50,1235. 


Указание. По $ 107а, т==с (вт А-- вт В)==... 744. А=5397'46"; 


аи: 2: зп СА —-232; 6=210; с==286; 9==21024. 


745. 0—102952', и==р. зил р Не-а веб 
ве 187,74; бер Ва С 


=152,81; =. вто ве 
== 5915,1. 


Указание. 18 способ. Имеем 2р —=21 (т А- т В-- вт С) 


| 


— 88.203 Асов? сор {$ 97 в; отеюда 28 : 
чем и пользуемся при вычислении и с помощью чего составляем 
выражения для сторон, а ‘затем и для площади. 2-й способ. На 
продолжениях стороны АС отложим СЕ=оОВ и АО-=АВ 
в ВаЩЕМ - точки Ри Ее В втр-ке ОВЕ сторона РЕ, 


‚3% А с В 
= | 608 5.608 3 08 


угол Д= г, угол Е=5. Из равнобедренного тр-ка ВСЕ най- 
о 
дем „п, с08 5} для определения ВЕ имеем из тр-ка ОБЕ 
ВЕ: 2р аш ми (+ сни: : соз сз. 


Таким путем определится а; выражения для 6 и с составим 


по аналоии. _ 146. С=11894' 22"; се—=г. 08-0. сс. све; 
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В 6082 ег. све С; И ть С: 

==". с08`5. - $ а=Р. 6035. - 865. + 56 5; 
и В. с 

5 = 7? $45 Ус = с >‘ 


Длявычисления удобнее воспользоваться отрезками (2,9, =)еторон 
от вершин (.4, В, С) до точек каеания (ем. черт. 39); тогда полу- 
чим: х=25, у=14иг==3, после чего найдем: а==2- у=17, 
ф—2-- х=28, е=<-гу==39 Не у -я) 40. 5—210. 
747. А—33052' 22"; (-—95° 7 365"; а=0,69272; 5 —0,92364. 
5 —0,3167. 743. С=41°3025"; В—3103'35"; 6— 38,452; 
е-—=41; 5==859,48. 149. А, —15°45; С, =817°11'; а, =220,16; 
5, —=66,663; 5, =7329, 7; 4, ==104°16'; С, =58°41'; а, =251,4; 
$, ==171,94; 5, =8569,4. 1750. В—35°53'7’; С =97946' 18"; 
$—12,954; с—=21,896; 5—102,6. 751. В—=10°1'34"; 0=101°15'96"; 

— 155,21; е—=163,37; 95—=2207,3. 752. А—1257' 36”; 
0-—43014'24"; —166,41;‹ —138,5.153.А—100°24'56";5-=50°12'28". 
0—29°27'36”;.-—15,961;5—196,22.154.4—88549'10”; В-=19517'52”". 
С—121952'58'; а==23,9; $==12,6; с==32,314; 5=121,55. 
755. А—=126°43'1”; В—=39°35'51"; а=1196; 6—=951; $=13455. 


1 
аль 6081(А— В) #2 
Указание. По8 101, Е =; отеюдасо В 5.6, 
т.с 2 е 2 
= а 
с помощью чего определим Е 5; зная же ч+8 и 1-8, 


найдем 4 и В. 156. А=51°30'32”; В— 44° 49'28"; ца—=22 419; 

$—16,022; 5=145,06. Указание: См. указание к № 755. 

757. В=415450”; 0—36°1710”; а=8,5556; 6=5,1616; 

5 = 14,586. Указание. 1-й способ. По первой формуле 
с03>(А — В) 


т 1 
Мольвейде (8 101) имеем: ——= —-————; отеюда т 
е  со(А-В) т—с 


__ 2008 ЗА. 055 В р 
=—=0 РЗ 


В 
$5645, что дает возможность опре- 


— 2: А.5т; 1 В 


делить угол В. 2-й способ. Перемножая формулы ® а 


5 > — 
@—@—о в /—@&@—®9 РЕ 
=у 9—9 о ив =} а — ‚ получим: 8 85== 
Ре. 2(р—е) _ асе те 
р р ар а те’ 


758. В—=37543'46"; С==63°36'14"; а=16,58; 610,341; 5=176,839. 


#) Должно взять углы против неизвестных сторон. 


= Вы 
Указание. 1-й способ. По второй формуле Мольгейде {ЗТ1ОЙ имесх. 
И о 1 
„ 811(4—В) в тАПЬ А. 05 В В 


С е 
Е; оТеюда - —= — - = = се 5, 
с 51,(А--В) С—й 2005, Д.В 


что даег возможнфеть определить угол В. 24 способ. Раз- 
ее —6 


делив . на 2 С 5 (м. в № 757), получим в ъ | ао но 


р 

2—8 _ 5) __ с-га—6 _ сп ата 952909". 
Ее Ща ео . 159. А—115°39'32"; В=25239'32"; 
С—38°40' 56"; ^—9,996; 5—4,802; с—6,931. 760. А—26°33' 54; 
6==80° 4'31"; ©1239 21735"; а=й, : т В-=11 ,8371; с, : 51 А== 
==134,16; 6—с. 0,6==80,496; 8=0,5. 2. А =2414,9. Указание. 
& 4=0,5; 6:6=й,:№-8:5. 761. А—21916'17”) Б,—=63° 47’; 
С;==89° 148"; с‚—50, 189; 5, —517,43; В,—116° 18'; С, =36525'43", 
с, =29,807; 5,==307,3. 762. В=11525' 16"; А, == 559797" 
0.—=1132 38' 17 с.,—=134,25; 6,—0,5. с. —1595; А 124958738", 

С;—48° 36' 11”; с, —101; 8,^=1200. 763. ©. —30°; В,—=103° 3'52"; 
А-=46556'8"; с, —4,1068; 6. —1505; В,—=17211'32"; А,—12948'28". . 
с, ==13,533. (Двойственноеть решения поленить арраномЕ) 
764. А—30°24; В—99°45'20’; @—49°50'40"; а—50, 32; 
5— 1884,5 765. А =83°24' 48; В==36°35' 12”; (—60°; 
с—=11,436; 8=-103,92. Указание. Сначала продолзкаем медиану 
СР ва расетолние РЕ-=СР и, соединив точки В и Е, опре- 
деллем из тр-ка СВЕ угол СВЕ.. 1766. А=121°10'8’; 
В-=3205' 22”; (20° 44'32"; а=%, : 1 (-==33,889; 5—7: т О= 
==22,588; с—й,:зш В=15,059; $-—135 ‚53. Указание, Имеем 


а:6: ее: т: 9: 6:4, что даег возможность ` опреде- 


лить углы. 167 А135°10'52”; В=21°7'27; (= 1104 41"; 
а— 64 г ЕЕ > о у; ие: Имеем (сравнивая площади 


с 
тр- нов) 2 5. -зш 4 = м „т [№ Же 5. ч.0; ; отсюда найдем\соз — == 


79%, 168. в— 0,5289. 769. —а.М®В. т С 


266 — < А 14,6. 


— 
710. 1. а. 50 В: СОЛО. ТИ. а. о. 
с.щ.2-—0 Е ы 
„Вт -: т — 61,454. 772. В=У-ь Раб. с08 С] г С. 
ое 


773. = Ве -с03 2—=0,11358. Указание. 1-й способ. См. № 161. 


НЫ 


‚2-й способ. Из веришны В проводим линию, парадлель- 
ную (м до пересечения с продолжением стороны и поль- 
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т та, А 1.5.4 _ з 
— 3,8535. 775. ——5--8=. 16. = т ==10197; 
й ЗА т — 
НТ == 11,224. Сл, № 692. На = 
г ы са 8..5 ©. 
8 ше 
773. 7—=р.в г | — 5 о" 779. В = 11,934. Указание. Из эр- 
__ а? зшВ.зш С а? 
мулы 5 5 `В Е) ПОЛУЧИ св С-В —55% © 10- 
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795. Углы при 
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— 112 — 
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4.6039. 818 
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Таблица тригонометрических функций. 


Указание. Каждое тригонометрическое число значится здесь 
под двумя названиями: верхнему названию соответствуют числа 
градусов с левого края таблицы, а нижнему названию соответ- 
ствуют числа градусов с правого края таблицы; так, напр., 
число 0,174 есть вт 10° и оно же есть е0$ 80° (согласно 817); 
число 2,356 есть & 67° и с& 23°, и т. д. (Секанса и косеканса в 
таблице нет, потому что при вычислении обыкновенно не поль- 
зуются ими, а переходят на косинус и синус.) 


| 
о - | т | & | ев | 003 | ъ 
литье иириоиоонио отита. ломинивя лиоттьнотист ьдои титан 
0 0,009. 0,060 со 1,000 в 
1 0,017 0,017 57,290 1,000 89 
2 0,035 0,085 28,635 0,999 83 
3 0,052 0,052 19.081 0,999 т 
4 0,670 0,070 11,301 0,998 86 
ве ЕЯ Ме ИИ ет оо се НИЧ ——_—— 
5 0,087 ‚0,057 11,430 0,996 85 
6 0,105 0,105 9,514 0,995 84 
7 0,122 0,123 8,141 0,993 83 
8 0,139 0,141 7,115 0,990 82 
9 0,156 6,153 6,314 0,983 81 
10 0,174 0,176 5,671 0,95 80 
и 0,191 0,194 5,145 0,982 79 
12 0,208 0,213 4,105 0,973 78 
13 0,225 0,231 4,331 0,974 77 
14 0,242 0,2419 4,011 0,970 75 
15 0.259 0,268 3,132 - 0,966 15 
16 0,276 0,287 3,487 0,961 71 
1 0,292 0,206 3,271 0,956 73 
18 0,309 6,325 3,078 . 0,951 72 
19 0,326 0,341 2,904 0,946 т 
р Е : 

о 


©08 


© ш | 5 | ы 


ы | т р | са с08 
————«мк м ЫЙм—=——————————————————————=——=—=ы—— 

20 0,342 0,364 2,141 0,940 10 

21 0,358 0,384 2,605 0,984 69 

22 0,315 0,404 2,415 0,927 68 
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